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VORREDE. 



J^er Gegenstand dieser Habilitationsschrift betrifft einen 
von denjenigen Theilen der Astronomie, deren Theorie man 
in den Lehrbüchern wohl in allgemeinen Umrissen, nicht 
aber mit der Ausführlichkeit behandelt findet, die der An- 
wendung zu einer wirklichen Berechnung vorhergehen 
mufs. Man wird sich also in diesem Falle die Formeln 
selbst entwickeln müssen, und in den verschiedenen Ab- 
handlungen wo ähnliche Rechnxmgen durchgeführt sind, 
wenigstens die Resultate vergleichen können, indem die 
Formeln, wonach gerechnet wurde, sich dabei zuweilen 
angeführt finden oder auf andere Abhandlungen verwiesen 
wird, wo die Formeln anzutreffen sind. Dafs dies überall 
ein leicht zugänglicher Weg sei, kann wohl nicht behaup- 
tet werden, vielmehr mufs es oft wünschenswerth erschei- 
nen, die nöthigen Formeln nicht blofs in einer Sammlung 
sondern auch ihrer Ableitung nach, übersichtlich beisam- 
men zu haben. Das ist es, was ich hier zu geben ver- 
sucht habe in Betreff der Differentialformeln zur nähern 
Bestimmung einer Bahn von grofser Excentricität, welches 
der gewöhnliche Fall bei den Oometen ist. In den meisten 
Fällen hat man zwar keine Veranlassung gehabt, bei der 
Bestimmung der Cometenbahnen so weit zu gehen, da sich 
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in der Regel die Beobachtungen wegen der kurzen Zeit 
der Sichtbarkeit schon durch eine auf wenige Normal- 
örter gegründete Rechnung, sämmthch befriedigend dar- 
stellen lassen. Je gröfser aber der Zeitraum wird, den 
die Beobachtungen umfassen, desto schwerer wird es, den- 
selben in der Gesammtheit zu genügen. Man ist denn 
zur Bildung von Bedingungsgleichungen übergegangen und 
hat sie nach der Methode der kleinsten Quadrate aufge- 
löst, wenn man den Gegenstand erschöpfend behandeln 
wollte, nachdem man, um nichts unberücksichtigt zu las- 
sen, auch die Störungen in Betracht gezogen hatte, welche 
der Comet durch die Anziehung der Planeten erleiden 
mufste. So grofse Arbeiten wurden unternommen, um 
die Bahn aufs Beste zu bestimmen und demnach die Theo- 
rie strenge mit den Beobachtungen vergleichen zu kön- 
nen, auch wenn keine entschiedene Ausnahme von dem 
gewöhnlichen Falle einer fast parabohschen Bahn sich dar- 
zubieten versprach. In neuerer Zeit veranlafsten die mehr- 
fachen Entdeckungen der kleinen Planeten und der Co- 
meten von kurzer Umlaufszeit, Arbeiten von gröfserem In- 
teresse, weil sie dem gegenwärtigen Bedürfiiisse der Wis- 
senschaft angemessener sind, als die Untersuchungen über 
Cometenbahnen mit Umlaufszeiten von Jahrtausenden. 
Wenn also kein Zweifel darüber sein kann, welche Ar- 
beiten in dieser Beziehung die wichtigeren imd dringli- 
cheren sind, so bleibt doch ein selbstständiges Interesse 
auch den andern, wie überhaupt in den verschiedenen 
Theilen der Astronomie und in jeder Wissenschaft. In 
diesem Betrachte dürfte auch die Wahl des Gegenstandes 
dieser Schrift nicht ungerechtfertigt erscheinen, deren 
gröfster Theil sich ebenfalls auf die eUiptischen Bahnen 
im Allgemeinen bezieht. 

Im ersten Abschnitte habe ich die Differentialformeln 



abgeleitet, welche die Aenderungen der Elemente der Bahn 
angeben in Bezug auf die Aenderungen der geocentrischen 
Rectascension und Declination und dabei die Methode der 
rechtwinkligen Coordinaten im Räume nebst den Gaussi- 
schen Constanten angewandt*). Gauf s hatte in der Theoria 
motus corp. coel. die Differentiale der Bahnelemente in Be- 
zug auf die geocentrische Länge und Breite gegeben, viel- 
leicht weil man damals noch, wie auch in den Epheme- 
riden jener Zeit^ die Lage der Gestirne mehr auf die Etdip- 
tik, als auf den Aequator zu beziehen pflegte. Unter den 
häufigen Anwendungen dieser Formeln findet man auch, 
dafsBessel sich derselben bediente bei der Bahnbestim- 
mung des Oometen von 1807 (p. 71) für die Berechnung 
der Differentiale des Radiusvectors, des Argumentes der 
Breite, der Neigung und des Knotens; Bessel setzt dann 
(p. 72) die Formeln hinzu, welche er für die sehr excen- 
trische Bahn des Cometen von 1807 anwandte, zur Be- 
stimmung der Differentiale des Arguments der Breite und 
des Radiusvectors in Bezug auf die Zeit und Länge des 
Perihels, so wie in Bezug auf die kleine Gröfse, um welche 
die Excentricität dieser Bahn von der parabolischen Ex- 
centricität abwich. Bei der Bahnbestimmung des Olbers- 
schen Cometen (Abhandlungen der Berliner Akademie der 
Wissenschaften 1812 — 1813 giebt Bessel schon der Be- 
ziehung auf den Aequator den Vorzug und führt die For- 
meln im Resultate an, wie sie hier abgeleitet sind; die- 
selben beziehen sich aber nur auf den Knoten, die Nei- 
gung, das Argument der Breite und den Radius vector; 
die übrigen werden nicht angeführt^ sondern als bekannt 



*) Die Einführung der Cosinnsse der Constanten a, 6, c habe ich bei den 
Transformationen sehr bequem gefunden, auch im zweiten Abschnitte dieser 
Schrift. Die Formebi nehmen dadurch oft eine sehr einfache Gestalt an. Diese 
Anwendung wird daher yermuthlich auch schon früher gemacht sein. 
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vorausgesetzt. Was sich sonst zur Vergleichung darbot, 
glaube ich am gehörigen Orte bemerkt zu haben. 

Der zweite Abschnitt betrifft die Berechnung der 
Störungen, welche die Elemente der Cometenbahn wäh- 
rend eines kurzen Zeitraums durch die Anziehung der 
Planeten erleiden, eine Rechnung die man für längerift 
oder kürzere Zeitabschnitte wiederholen mufs und danach 
durch eine Summationsmethode, die sogenannte mecha- 
nische Quadratur, die Elemente für eine bestimmte Zeit 
erhalten kann, wenn man bis dahin die Rechnung in In- 
tervallen fortgesetzt hat Die im ersten Abschnitte ent- 
wickelten Differentialformeln können hierbei wieder in 
Anwendung kommen, wenn man die Aenderungen der 
Rectascension und Declination bestimmen will, welche 
den Aenderungen der Elemente entsprechen. — Diese 
Methode, welche man die Berechnung der speciellen Stö- 
rungen genannt hat, wurde bisher für die kleinen Pla- 
neten und die Cometen angewandt, weil man hier nicht 
wie bei den andern Hauptplaneten zu hinreichend con- 
verglrenden, also brauchbaren Reihenentwickelungen ge- 
langen konnte. Nach Hansen 's „Ermittelung der abso- 
luten Störungen in Ellipsen von beliebiger Excentricität 
und Neigung (Gotha 1843)'^, gewinnt es den Anschein 
als wenn man in Zukunft jener Rechnungsweise der spe- 
ciellen Störungen überhoben sein dürfte. Hansens Me- 
thode ist aber noch nicht vollständig bekannt gemacht; 
von dem genannten Werke ist bis jetzt blos der erste 
Theil erschienen, der sich mit dem Falle beschäftigt, wo 
der rad. vect des gestörten Körpers kleiner ist als der 
des störenden. — In Fällen wo man wirkhch die sämmt- 
lich erforderlichen Störmigsrechnungen ausgeführt hat, 
so weit es nöthig war, findet man bis auf die neueste 
Zeit noch immer die Differentialformeln aus Bessel's 
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Abhandlung über den Cometen von 1807 zu Grunde ge- 
legt, wenn es eine Bahn von sehr grofser Excentricität 
betraf, z. B. bei dem Cometen vom Jahre 1680, berech- 
net von Encke; bei dem Cometen von 1811, von Avr 
gelander berechnet; bei dem Olbers'schen Cometen von 
B es sei, dem Cometen von 1770 von Claus en berech- 
net, bei einem von Tycho beobachteten Cometen, be- 
rechnet von Peters, wie auch bei verschiedenen Ai- 
beiten über den Halleyschen Cometen. Bessel selbst 
bezieht sich in dieser berühmten Abhandlung über den 
Cometen von 1807 auf die von Lag ränge in den Ber- 
liner Memoiren gegebene Ansicht der Störungen, wonach 
man die Elemente der Bahn als veränderlich betrachtet, 
so dafs statt eines Kegelschnitts, ein System von Kegel- 
schnitten entsteht. In den Nouveaux Methoires de VAcad, 
Armee 1781 (Berlin 1783) findet sich auch eine Abhand- 
lung von Lagrange, worin diese Theorie bei Gelegen- 
heit der Untersuchung über die säcularen Aenderungen 
der Planetenbahnen, sehr klar vorgetragen wird, nur er- 
hält man daraus nicht sogleich die für die obige An- 
wendung bequemen Formeln, worauf auch die Absicht 
in diesem Memoire nicht speciell gerichtet war. Bes- 
sel's Abhandlung ist nun in sehr gedrängter Kürze ge- 
schrieben, der Gang der Entwickelung darin auch nicht 
immer so umständlich angedeutet, dafs sich die Resultate 
jedesmal leicht wieder finden liefsen, wenn man überall 
genau diesem Wege folgen wollte. Das Studium der Sache 
wird aber jetzt bedeutend erleichtert durch die später 
erschienenen Abhandlungen von Encke und Airy (Ab- 
handlungen der Berl. Akad. f. 1834, Berl. Astr. Jahrb. f. 
1837, Naut. Alm. 1837). Diese Schriften betreffen die 
Störungsrechnungen für die kleinen Planeten und die Co- 
meten von kurzer Umlaufszeit. Die Bahnen mit sehr 
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grofser Excentricität sind dabei nicht noch besonders be- 
rücksichtigt In neuerer Zeit ist auch von Prof. Encke in 
den Monatsberichten der Berl. Akad. (Aug. 1850) eine kurze 
Darstellung mitgetheilt worden über die Ableitung und 
Construction der Variation der Oonstanten bei Planeten- 
störungen. Ich habe mich ferner noch der astronomi- 
schen Vorlesungen bedienen können, welche Herr Prof. 
Encke in den Jahren 1844 — 46 an der Universität zu 
Berlin hielt, und endlich verdanke ich noch der Güte des 
Herrn Prof. Scherk die Mittheilung mehrerer astronomi- 
schen Werke, welche ich aufser denen der hiesigen üni- 
versitätsbibUothek bei meiner Arbeit benutzen konnte. 



Kiel im November I85I. 
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G. D. E. WEYER. 



£rster Abschnitti 



Entwickelung der Düferentialfoniieln für die Aenderungen 

der geocentrischen Eectascension und Declination zufolge 

der Aenderungen der Elemente einer genähert 

bestimmten Bahn. 

§. 1. 

Es sei d der Abstand des Cometen von der Erde, a und 8 
die geocentrische Eectascension und Declination desselben; rr, y, % 
die drei rechtwinkligen Coordinaten in Bezug auf den Aequator als 
Ebene der {x^ y), wobei die positiven Axenenden beziehungsweise 
nach 0® ^., W M. und 90^ Decl. gerichtet sind. Der Nullpunkt 
dieser Coordinaten sei die Sonne, deren Coordinaten selbst aber 
für die Erde als Anfangspunkt und auf dieselben Ebenen bezogen 
mit X, Y, Z bezeichnet werden. 

Man erhält dann aus einer leichten Construction die Gl^ir 
chungen 

JcoBacosd^s^x-i-X 
// sin a cos d =y -4- y 
//sin^ j=Z'hZ 

Wird der Ort der Sonne hierbei als genau genug bekannt 
angenommen, so hat man die DiiSerentiale 

dx^^cosacosS.dJ — JsmacösS.da — Jco8aaiad,dd 
difs=&macoad.dJ'hJcoBacoBd,da — Jsinaamd.dd 
dz=i&iR6 .dJ-i-Jooai.dd 

Die erste Gleichung mit sin er, die zweite mit cos a multi- 
plicirt und subtrahirt so wird 

(co8a'+sma')i^co8^{2a=s — dxaina-hd^eoaa 
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Die erste Gleichung mit cos a, die zweite mit sin a molti- 
plicirt mid addirt giebt 

dx,coBa-hdif.8Üia^=coa6.dJ — JsinS.dS 

\md es war 

dz=smd.dJ-{-J C08 6. dS 

Multiplicirt man die letzte Gleicbmig mit cos J, die vorletzte 
mit — sin 3 so ist die Summe 

— dx,coBaBm6—dy.BinaBmd-hdzco8d=iBind*'hco8ö*)Jdd 

Es wird demnach 

sina - , cosa _ 1 

COS0. aa= -—,dx-\ -j-'^y I 

> (1) 
,, cosasin^ _ sinasinif _ . cos^ . ( 
dd= ,ax »dv-i j—.dz I 

wobei jetzt die Werthe von dxy dy, dz als Differentiale der 
Elemente der Bahn zu entwickeln sind. 

§.2. 

Wäre die Ekliptik als Grundebene und die Axe der x mit 
der KnotenUnie zusammenfallend angenommen, so würden die 
Werthe der Coordinaten zunächst die einfachste Form erhalten: 

Xi=rcoBu 
tfi =rsinttCost 
2] =rsintisint 

WO r der ßadiusvector, u das Argument der Breite und % die 
Neigung der Bahn ist, welche stets positiv und kleiner als 90" 
genommen werden wird. Verlegt man aber die Axe der x wie- 
der auf die Linie der Frtihlingsnachtgleiche und nimmt die Axe 
der y senkrecht darauf in der Ebene der Ekliptik, z senkrecht 
auf dieser Ebene so verwandeln sich die letzten Formeln in 

Xa=r(cosMC08ß — smusin^cosi) 
ya=»*(cosMsiiiß-|-sinttCOsJicosi) 
22=rsmKsint 

wenn ^ die Länge des aufsteigenden Knotens bezeichnet. 

§. 3. 

Um die Coordinaten wieder auf den Aequator zu beziehen, des- 
sen Neigung gegen die Ekliptik = € sei, kann man die sehr ein- 
fachen Formeln zur Transformation der Coordinaten anwenden 
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y=^aCOse — 22 sine 
2=23 co8|+^a sine 

und die Substitution ergiebt dann 

x=rcosuco8Si — rsinMsinßcosi ) 

^srcosttsin^cosc+rsinucos^costcosc — rsinti sin t sine ) (2) 
2=rcosudinQsinc+rsintfCosQcosisinc+rsinusintco8e ] 

Die Differentiale dieser Gleichungen werden zunächst 

dx=dr. — \-du,{ — rsinucos^ — rcosusin^cosO 
r 

-f-rfß( — rcosiisinß — rsinucosßcos0-f-rfi.»'8in«8inßsin» 

dy^=dr,^'hdu,( — rsinusinOcose+rcosucosOcostcosf — r cos u sin t sin«) 
r 

+c?ß(rco8MCosßcos€ — rsinusin^costco8<)+c?t.( — rsinwcosßsintcose 

— r sin u cos t sine) 

dz=dr. — hdui — rsinu sin (^ sine +rco8ttCosQ cos tsine+r cos tisintcosc) 
r 



(/Q (r cos u cos (^ sine — rsinusin(^costsine)+cft( — r sin u cos Q sin t sine 
■rsinucostcose) 

Dann sind für dr und du die Differentiale der Elemente 
einzuführen, welche sich, dadurch angeben lassen. Es ist aber, 
wenn v die wahre Anomalie, 7t die Länge des Perihels bezeich- 
net, worunter man immer die Gröfse versteht, welche von einer 
Länge in der Bahn abgezogen werden mufs um die zugehörige 
wahre Anomalie zu erhalten, die Länge in der Bahn so verstan- 
den, da& sie vom Widderpunkte bis zum Knoten nach der Ord- 
nung der Zeichen auf der Ekliptik und dann weiter auf der Bahn 
im Sinne der Bewegung gezählt wird, also 
ü=V'\-7z — ^odeTdu=df)+d7i — d^ bei rechtläufiger Bewegung 
u=sv — Tt-^-fl^ — v-i-Ti — l^ ... - rückläufiger - - 

Durch die Substitution von dw, in diesen Werthen ausge- 
drückt, erhält man also durch die obigen Gleichungen für die 
drei Elemente ;r, ^, % ihre Differentialcoefficienten in Bezug auf 
dx^ dy^ ds& und es bleiben nur noch dv und dr zu entwickeln 
übrig, um die Differentiale der drei übrigen Elemente einzufüh- 
ren, nämlich die Zeit des Perihels = T, den Abstand des Pe- 
rihels = q und die Excentricität = e, die letztere ausgedrückt 
in Theilen der halben groJGsen Axe der Bahn. Dazu bieten die 
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Gleichungen der Kegelschnitte und die' Berücksichtigung der Be- 
wegung nach den Eeplerschen Gesetzen die Mittel 

§. 4. 

Zur Vereinfachung der vorhergehenden Ausdrücke hat man 
Hülfswinkel eingeführt. Die Gleichungen (2) haben die Form 

x^=rP C08ii-H-rQ sinti 
^=rP' coßu+rQ' sin« } (3) 
« = rP" COB u -+-r Q" sin u 

WO also gesetzt ist 

P =008 Q Q = — flin ßcoBt 

P'=8m(^co8e Q'=co8(^costco8c — 8iiit8iiic ) (4) 

P"=8m^8inc Q''=:oo8Qco8t8inc4-8intco8c 
mithin 

dP . ^^ dQ ^^ dQ • r\ ' • 

dp ^ dQ' . o . 

dhl ^ dil 

-— -== — cos(^8mtco8e — co8t8ine ) C^) 

:7pr = C08O8m€ -r7;r=— 8mOc08t8m« 

dhl dll 

dQ'* 

— 7r= — C08O8int8m€H-C08iC08« 

dt 

und es wird 

X 

dzs=sdr. — hduA — rP 8intt-f-rQ C08u)H-(iP.rC08u-f-dQ ,rBmu 

r 

<ij^==rfr.^-4-da.(— rF8ma-hrQ'costi)-t-dP'.rco8tf-*-rfQ'.r8mu / (6) 

dz=rfr.— -Hrfu.(— rP"8intt4-rQ"co8M)-t-rfP".rC08tt-f-dfQ".r8int4 
r 

Schreibt man die Gleichungen (3) nach der von GauTs ein- 
geführten Umformung 

a;=rsina8in(J.+u) ) 
^=rßin6sm(J5-H-«) / (1) 
2=rsmcsin(C-+-M) ' 

oder zur Vergleichung mit (3) und (4) entwickelt: 

x=r 8ma sin^ cos ti+r 8ina C08 il 8m tt 
^=:r8m&8mBco8u+r8iii6cosjB8iiiu 
zssrsincBm Cco8ti-f-r8mcco8 Csinu 
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so ist also gesetzt 

P =8in(2<^OBc=siii&sm^ Q'sscosQcostcose — sintsinesssin&cosiB 
P'=8inß8m«=8incsinC Q"=cosßco8ism£H-8intcos«=8mcco8C 

Diese Gleichsetzungen der Produkte von Brüchen sind immer 
möglich, und auch flir cos ^ cos t cos € — sin t sin 6 wird der gröfste 
Werth für ^=180" nur — cosicosc — sinisin6= — cos(t — c) 
= einem Bruche. Ebenso ist Q* stets ein Bruch, wie auch in 

(5) -fr und --fr. Man kann damit die Ausdrücke für Q und 

^ ^ d% dl 

0'* einfacher erhalten, indem man sie einem sin und cos propor- 
tional setzt: 

co8ßco8tcose — 8int8me=fnco8(£-{-c)=:]ncos£coBe — mBmEsmE 
co8ßco8tsme+8iiitco8«=n sm(J?H-*)=n 8mJ?cos«-l-nco8£sme 

also co8Qco8t==mcosi? und C08Qc08t=nC08^ 
Bini=m8mE 8mt<=n8in£ 

folglich n=m, so dafs man mit einem Hülfswinkel E ausreichen 
wird; 

co8ß' coaE 

Q'= BmbCOBB=: ^^-=; — .cos(JB-H«) 

cobE 

Q= Bmc cobC= ^2__;j — ,Bm(E-hi) 

cobE 

Man hat also zur Berechnung der constanten Hülfswinkel 
die Formeln 

CotgA^-^tgSlcoBi ig^=^ 

n^x^p— COS« COBiE-ht) 

^""^^-tgSlcoBE'" 



CotgC= 



co8e 
C08« Bm(E-ht) 



(9) 



tg$2co8f 8ine 

C08O 8mOco8t 

8U1 a = ■ ^ =s iiii 

8m ^ coaA 



. , 8mOco8e cosOcostco8c — 8mt8mc 

8m b = — ^^^ = ^^ 

8mjB C08JB 

8m Q sine C08(^C08t8ine+BiiitC08e 

8m c = 7—7Z — = 7= 

8m C C08 C 

Um noch eine Prüfimgsgleichung zu haben kann man aus 
den Hülfsgieichungen (8) die Produkte sinCcosB und cosCsinß 



14 

bilden, so wird 8in(C— 5) = — *'"7'> * Vergleicht man damit 
sinacoßAsss — sin ^ cos i so wird fbr die Controlle 

(10) . . tfff=: -; ~ und man kann nach dem fol- 

den 8 noch hinzuftgen = . ^^^ ^ = — *^° *f- 

Wäre die Bewegung rückläufig so brauchte man bei der 
Berechnung dieser Constanten n^r ^ statt ^ zu nehmen, und 
die Anomalie u nachher negativ zu setzen (s. §. 3.)* 

§. 5. 

Man kann diese Constanten immer so bestimmen, dafs sin a, 
sin 6, sino stets positiv sind, so dafs also noch (9) cos^ und 
siuil dasselbe Zeichen haben, ebenso sin^undsinfi, sin ^ und 
sinC; dann werden nach dem Werthe von Q in (8) sin^ und 
cosil entgegengesetzte Zeichen haben. Der Werth von Q^ wird 
für ^=0 sich in cos(t-l-6) verwandeln, welches negativ werden 
kann bei einer grofsen Neigung; damit würde aber auch tg£ 
=:tgi und nach (8) Cotg£=: — od; sin£, dasselbe Zeichen wie 
sin J^ behaltend, würde = o, also B= 180% cos-B= — 1, so dafs 
sin 6 positiv bleibt. In demselben Falle würde (?"=sin(i-l-6) 
welches nicht negativ werden kann, wenn man i stets positiv und 
kleiner als 90® nimmt; dann ist cosC=l und sin c bleibt positiv. 
Eben so geben die übrigen möglichen Fälle, dafs sina, sin 6, sine 
immer positiv zu nehmen sind. z.B. für ^=180* erhält ff 
einen negativen Werth; denn ist cos ^ = — 1, tg jB= — tg t; 
nimmt man also £^180 — t, so ist cos(£-|-6) negativ, tg^ 
ist = o, cotg-B= — OD, 5=180% sin6cosJJ= — sin6= — cosicosc 
— sinisine= — co8(i — c), also wieder sin 6 positiv. 

Die Formeln (9) geben die Constanten für den Aequator und 
man hat darin nur die Schiefe der Ekliptik oder €=o zu setzen, 
wenn man sie für die Ekliptik haben will, so dafs ihre Substi- 
tution in die Formeln (7) die Coordinaten für die Ekliptik als 
Grrundebene der (o?, y) giebt. 

Zur Entwickelung von allgemeinen Relationen unter den Con- 
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stanten a^ b, c, Ay By C zu einander kann man zuerst die Qua- 
drate der Gleichungen (7) 

X =r sin a sin (^ -f- u) 
^ =r sin 6 sin (B -I- tt) 
aj = rsin c sin ( C -j- tt) 

addiren und da a:'+y^-f-i5^=r^ ist, so ergiebt sich 

* l=sina*sin(^H-tt)«+sin6'sin(jB-4-u)*-f-sinc'sin(C-|-tt)« . . . (11) 

WO u die einzige Variabele, also ein beliebiger Winkel ist. Setzt 
man u=Oj so wird 

l=sina' 8in^*4-Bin6'fiinJB'-f-sinc'sinC* (12) 

Wenn man — 90® statt u setzt, so folgt 

l=sino'cos-4'-f-sin6*cosJB'-+-sinc*cosC (13) 

und wenn u — 90® für w in (11) gesetzt wird, 

l=sina'cos(^-f-tt)'-}-sin6'cos(B-hM)'4-sinc'cos(C-f-tt)' . . (14) 

Die Summa der Gleichungen (12) und (13) ist 

2=sina'-}-sin6'4-sinc* (15) 

daher auch 

1 = cos a'-j- cos 6'+ cos c* (16) 

oder die bekannte Relation zwischen den Cosinussen der drei 
Winkel, welche eine beliebige Sichtung mit den drei rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen im Baume bildet. 

Aus den Gleichungen (8) erhält man durch Quadrirung 

sina' sin-ä' -j-sina ' cos^' =cosß'-j-8inß' cost' 
8ina'*=l — sinß'sini' 
cosa'=sinß*sint*, cosa==*=sinJXsint 

cos a kann aber nicht = — sin ^ sin i sein, denn das gäbe ftlr 
J^=90®, cosa= — sint und nach den Formeln (8) und (9) ist 
flir ^=90, cotgil= — OD, sinil=o, coSil= — 1, 8ina=cost, 
cosa=sin« statt — i; daher cos a=: sin J^ sint. 
Femer erhält man aus (8) 

sin6'sinJB*-j-siii6'cos5*=sinß'cos€'-l-(cosJ^costcos€ — sintsine)' 
sin6'=sinß'cose*+cosß'cosi*cos€'— 2cosJ^costco8€sintsine-f-sint'sine* 
=sinß'cos€*-|-cosß*coS€* — cos J^' sint* cos«* — 2 cos $2 cos t cos e sint sine 

-l-sine* — cos i' sin«' 
= 1 — cosß'sini'cos«*— 2cosJ^costcosesinisine — cos i* sin«' 
cos 6" =co8 J^* sin i* cos e* -j-2 cosß cos t cos « sintsine+cos t* sin«' 
os6===^(cos^sintcos€+cos{sinc) 

WO das obere Zeichen hier verworfen werden mufs, da für ^=o 
daraus folgen würde cos 6 = sin (i + £) während fiir denselben Fall 
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nach den Ponneln (8) und (9) tgE=tgi, £=•, cotgB==:*= od, 
jenachdem «-i-i^90®; 8mJJ=o, co8B===±=l, 8in6=5s±co8(i-4-6), 
wo das untere Zeichen fbr t+c^OO® gilt, 80 dafs 8infr immer 
positiv bleibt, welches dann mit cos 6= — 8in(i+c) übereinstimmt, 
nicht mit cos 6 = sin (i+c), da die Neigung stets positiv und 
kleiner als 90® genommen wurde. Man erhält also cos 6 
= — cosj^sintcosc — cos t sin 6. 

Endlich folgt noch aus (8) 

sin c^ sin C* +sm' cos C =BinQ' sin f * +(co8Q cost sin e+sint cos c)^ 

sine* =8m^^ sine'+cos^^* cosi' sint * +2 cos^^costsincsinicosn+sint^ cosc^ 

ssgine'— cosQ'sint'smc'+^cos^costsmcsintcosc+cose'— cost'cose* 

8mc' = l — co8(^'8int'8me'+2cos(^co8tsmesmtcoBe — cost'cosc' 

cos c'=:cos(^' sin t^ sine* — 2co8^costsinesintcoBe+co8t'cose' 

cos c =s=ts (cos ^ sin t sin e — cos t cos e). 

Das obere Zeichen giebt för J^=o, cosc= — co8(i-H6) und 
dieFormeln (9) geben f&r diesenFall cotg C= od, C= o, cos C= 1, 
sin CSS sin (t+€), cosc=cos(t+€)9 es mufs also das untere Zei- 
chen genommen werden, denmach cos c == — cos ^ sin t sin e 
-f-cs % cos €. 

Die Formeln werden also 

Ioo8a=ssin(^sint 
cos&= — cos$2sintco8e — costsine 
cosc= — cos ^ sin t sin «-f- cos t cos e 

Die Gleichungen (8) geben noch durch kreuzweise Mul- 
tiplication 

sin a sin 6 sin J. cos £= cos Q' cos t cos e — cos^^sintsine 
sin a sin 6 cos il sinB = — sin ^' cos % cos e 

daher 

sin a sin 6 sin (il — J3)=scostco8e — cos^^sintsincsscosc 

Femer 

sin a sin c sin J. cos C= cos (^ ' cos t sin c + cos ^ sin t cos e 
sin a sine cos il sin C= — sin^' cos t sine 

woraus 

sin a sine sin (ii — C)=co8t8ine+cos^sintco8e= — co8& 

Endlich 

sin&sincsinB cos (7sssin(2 cosff cos^ cos tsine+sin{2co8e* sin« 
sin&sinccosJ^sinCsssinQsinecos^costcose — sin (^ sine' sin i 
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also 



sin&sincsmC^ — (7)=sinQsmi=co8a 

icosa=sin6sinc8m(-B — C) 
cos b= — sin a sin c sin {Ä — C) 
cos c= sinasin b sin (-4 — B) 

Dieselben Resultate erhält man aus der geometrischen Be- 
deutung der Constanten, wonach zufolge der Formeln (8) und 
(9), a, 6, c die Abstände des nördlichen Pols der Bahn von den 
positiven Enden der Coordinatenaxen sind, folglich sin a, sin 6, 
sine stets positiv bleiben; ferner sind A^ B, C die Winkel am 
Pole der Bahn zwischen dem gröfsten Kreise, welcher von dort 
aus durch den Pol der Ekliptik gezogen ist, und den gröfsten 
Kreisen, welche vom Pole der Bahn durch die positiven Axen- 
enden der Coordinaten gehen. 

Bei dieser Cönstruction geben die Dreiecke, deren eine Seite 
ein Quadrant ist, in Verbindung mit den übrigen 




1 :8in(J. — J5)=sina:sin Q 

sin Q sin 6= cos c 
cos c= sinasin 6 sin (-4 — B) 
l:8m{B — C)=sin6:sinP 

sinPsinc=cosa 
0080= sin 6 sine sin (£ — Cf) 
l:Bm{A — C)= sine: sin "Y" 

sin'Y"8ina=sin(6 — 90) 
€086= — sinasinesinC^ — C) 



wie vorhin. Die Winkel, welche den Seiten a, b, c gegenüber- 
liegen, sind mit 0, P, ^ bezeichnet. Femer erhält man aus den 
rechtwinkligen Dreiecken noch 

cos {A — B)^= — cotg a cotg b 

(19)^ co8(B — C)= — ' cotg 6 cotg c 

cos {Ä — C) = — cotg a cotg c 



§. 6. 

Die letzten der Formeln (5) verwandeln sich durch die Aus- 
drücke (17) in 



o 

Am0 



18 

dQ dQ' , dQ" 

— -- = C08a, — — - = C08 6, — — -raCOfiC 

dt dt dl 

Substituirt man in (6) die Werthe für P und Q aus (8) 
80 wird 

r{Q costi — P 8iiiu)=r(8inacos^co8u — 8masm^8mu) 

= r 8m a cos (-4 -+- «) = r sin a cotg (-4 -H- u) sin (-4 -h «) 

i=TC0tg(-4-|-u) 

r(Q' costi — P Binu)^=ycotgiB-hu) 
r ( Q" cos u — P' sin u) = a cotg ( C-l- a). 

Die Gleichungen (6) werden demnach 

X 

dx=—.dr-^xcoig(Ä-hu)du-{-rcoBudP-hrBinudQ 
r 

(20) < rf^=iL.rf^_j_^cotg(B-f-ti)rftt-hrcosttrfP'-hrsin«rfQ' 
dz=^.dr-hzcotg{C-hu)du'hrcosudP'-hrBmudQ" 

T 

Da die Differenfiale dP und {fQ kein dr und dti, sondern 
nur d^ und di enthalten, so werden die partiellen DüSerentiale 
in Bezug auf r und ti 

idx __^ a: dy y dz z 

dr r ' dr r * dr r 

-£=xcoigiA-hu), ^=ycotg(54-ti), ^=2C0tg(C-H-ti) 

utf au au 

Für die übrigen Theile in (20) lassen sich die Formeln (5) 
mit Hülfe von (4) und (17) umformen in 

dP -y TV» • ^Q /^l J-Jt • <^Q 

■jr^ = — PcoBe — P"8inf, 37^=5— Qcos€—Q sine, — rT-=cosa 
«Si dll dt 

(22) / -;7^ = Pcose TFr = Qco8e -;-r^=C0S6 

^ aSö "06 öl 

-77^=Psm€ VA-r = Qsiöe — 7r-=cosc 

rfß dil dl 

Damit wird 

rcosu rfP-+-r Sinti dQ 

=rcosu(— P'oos« — P"8in«)rfß =rcos«(— P'cosu — Q'sinu)^^^ 
+ r sin ti (— Q' cos e — Q"sin t)dQ^ -h r sin e (— P"cos u — Q"sin m) d!ß 
-i-rsinttcosarft -f- r sin« cos arfi 

=( — ycose — zB\n.t)d^'\-rBV[iUQOBa,di 

und 

»•cosMrfP'+»'sinMrfQ'=rcosu.P.cos*.rfß+r8inu.<2.cos*.c/ß+rsinMCos6.6?i 

=xcose.cf^+rsinucos6.c?t 
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rcoaudP*'^ramud^'^rcoBu,P.BiD.t.d^'hrBmu,Q»BiaB.d^-hraiaucoBc,di 

=:xamt.dSi+rBraucoac,di 

Dadurch gehen die Gleichungen (20) über in 

X 

dx^=—dr-{-xcoig(A-hu)du — (ycos€-|-28in«).rfJJ-hrBinttC08a.di 



(23) / <f^=— <fr-|-ycotg(J5-htt)<fu-Harco8«rfft-hr8iniico8ö.c?i 
dz=s—dr-hzcotgiC'i-u)du-{-xaiaBdSl-hrBmucoBc,di 



und man erhält ferner die partiellen Differentiale 

Sdx , dy dz ' . 

' \ dx . rfv . , dz 

\ dl dt dl 

Die Formeln (1), (21) und (24) sind in Bessels Abhand- 
limg über den Olberschen Comet^n, als diejenigen Formeln zu- 
sammengestellt, wonach der Einflufs der Veränderungen der 
Elemente unmittelbar in Beziehung auf die gerade Aufsteigung 
und Abweichung berechnet wurde. (Abhdl. der mathematischen 
Klasse der Königl. Preufs. Akademie der Wissenschaften aus 
den Jahren 1812 — 13. p. 139.) 

§. 7. 

In den Formeln (23) ist nun noch dr und du zu entwickeln, 
um die darin liegenden Differentiale der Elemente zu erhalten. 
Für du hat man, nach §. 2., bei rechtläufigen Bahnen du=dt) 
-hdn — rf^, also wenn man ;r, die Länge des Perihels und«t?, 
die wahre Anomalie einfahrt, so werden die Formeln (23) schon 
die Differentiale von drei Elementen der Bahn entwickelt an- 
geben : 

X 

dx=^--,dr-hxcotg(A-hu)dv'^xcotg(A-hu)dn 

T 

— [a: cotg (^ -h u) -t-y COS« 4- z 8iii «].rfß-H-r 8m w COS a.rfi 
,„-. / rfy=— .rfr-hycotg(JB-hM).rfv-t-^cotg.(5-hu)c?Ä 

— [yCotg(jB-htt) — xco8<]e?Q+rsinticos6.e?t 
cf 2 = —. 6?r-t-2 cotg (C-t-tt) . dr -h« cotg (C-h u) c?jr 

T 

— [Äcbtg(C-f-w) — arsin«]dß-H-rsinttC08c.rft 

2* 
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§. 8. 

Bei der noch übrigen Entwickelnng von dr und dv in 
Bezug auf die Aenderungen der Elemente, wird hier nun von 
dem Gesichtspunkte ausgegangen, dals die Bahn eine Ellipse 
von sehr grofser Excentricität ist. 

Es sei p der halbe Parameter, e die Excentricität dividirt 
durch die halbe grofse Axe, so ist für die Ellipse 

r= z — ^ und bei e=o wird r^=q= ——t daher 

y.-- ^i — ^, Da nun co8 0= ,T. ?^.» ist, so wird 

^ y(l-4-e) _ y(l-4-e)(l4-tg|p') ^ qil-he)Beciv^ 

l+tgir^ 

r= j — z- . = .... (26) 

Die doppelte, in der Zeit t — T vom rad. vect. beschriebene 
Fläche =yr'rft?, ist aber nach den Keplerschen Gesetzen 

/r*dv=k{t—T)yp .... (27) 

WO log ft= 8,23558 — 10 und damit die Zeiteinheit der mittlere 
Sonnentag, die Einheit fbr die Linien die halbe grofse Axe der 
Erdbahn ist*). 



I ..3 



*) Wenn nämlich a die halbe grofse Axe, b die halbe kleine Axe einer 
Ellipse ist, also 6= yap^Bo wird die Fläche der ganzen EWif^se^ ab 71 =naiyp 

und diese Fläche dividirt durch die Umlaufszeit 0= — ^r-^=—^— wenn /"die 

t—T -^ 

Fläche des zur Zeit t — T gehörigen Sectors bezeichnet, da nach dem zweiten 

Keplerschen Gesetze die Flächengeschwindigkeit constant ist. Nach dem dritten 

a\ 
Keplerschen Gesetze ist aber -^ eine Constante für alle Planetenbahnen. Be- 
stimmt man also z. B. nach der Erdbahn, wo a = l, = 365,256 Tage ist, 
den Bruch —ö— = Ä: so wird log Ä:= 8,23558 -10 und 2/=/r»rfü=ifc(^r)}/p. 

Schärfer als es hier zunächst nöthig ist hat man/r*cft?=Jfc(<— 7^}//)}/(l+in), 
wo m die Masse des bewegten Körpers, die Sonnenmasse = 1 gesetzt, be- 
zeichnet, und für die Bewegungscou staute k mit Rücksicht auf die Masse der 
Erde, nach deren Bahn sie bestimmt wurde, log Jl;= 8,23558 14. (S. $.11.) 
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Setzt man den Werth von r* nach (26) ein, so wird 

fr*J„=fi^ J -.dr=Ht-T)yp .... (28) 

^*°"° ^='^*8'' °^^ 7dT;r5-=2''*gi''. 80 ist 

,.,„= _£l_. f'^^g*" , g'(l+«8i.>') .„ 

cosi»' /, . 1— «, , ,\* /, , 1—«. , ,\* * 



•>^^ 4V ■'*vi/^ ^n #« _^ < 



Man setze tg^t7=r, j— =<y und da q= rrr^®^ 



so erhält man 



(1-f-e)' • (H-<TT»)« 



Die Division giebt 



(l-HffT»)* H-2(rT'-f-(r'T 

und die Multiplication mit 1-hr*, 

Multiplicirt man diese Beihe mit dt und integrirt, so konmit 

Setzt man 1 — e=S also l-4-e=2 — 5, so ist 
und damit 

-*»(t'i^'-iVt»-,Vt'H-At») (30) 

wo dem Integrale keine Constante hinzuzuftLgen ist, weil es mit 
T=o verschwindet Die Formeln (28), (29), (30) geben jetzt 

;)=y(l-j-e)=y{2— d), 2p'=27*(2— <f)' eingesetzt, so wird 
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oder 

y7j-3r^==l4-H4-A<^'-+-Th^*-+- • • • • substituirt, so wird 

Dieser Ausdruck ist hier so weit entwickelt*), weil nach- 
her bei den Störungsformeln wieder Gebrauch davon gemacht 
werden wird. 

Es war tg^o=T gesetzt und v bezeichnet die wahre Ano- 
maUe in der Ellipse. Man setze o=tr+A, wo A eine sehr kleine 
Grö&e ist, wenn to die AnomaUe in der Parabel bedeutet, welche 
sich der ElUpse nähert Dann ist 

tgiv=T=/(«7-H-Z)=tgi(ti;4-A) 

imd nach dem Taylorschen Lehrsatze 

dfw (Pfw X^ 

dw dw^ 1.2 

j. , d^ 3^ y dw dig\v) 1 II« 

=i(l-htgitt;») 

T=tgi«;-hiA(H-tgitt7«) .... 
T'=tgjtt;»+4tg>n(l-4-tg^w«) •. . . . 

4'^'=ii«itt^'-h4t«>'A(n-tgi«7«) ; . . . 

g^V2 

in der Parabel =tg5fr-i-3tgjtt>' zufolge der Integration des pa- 
rabolischen Sectors; 
in der Ellipse =tg|ir-t-jtgj«p'»+j;i(l-f-tgjfr')» 



*) Uebereinstimmend mit Posselt (Zeitschr. f. Astr. 5. Bd. 1818. p. 163.) 
wo nach einer von Bessel (M. C. 12. Bd. p. 201) entwickelten Gleichung noch 
ein Glied weiter augegeben ist. 
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wenn man die Produkte SX und P wegläfst. Hier sind die 
Gröfsen t^ T und q in der Ellipse genau dieselben wie in der 
Parabel, und da auf der andern Seite die beiden ersten Glieder 
identisch sind, so müssen die beiden letzten in der Ellipse = 
sein, ohne dafs ^ = und 5=0 ist, also, da Id u. s. w. ver- 
nachlässigt sind, 

iA(l-htgitt;»)^=-dtttg>>-itgi«)»-itg4«;«) 

Der Nenner ist 2+4tg^«?^-f-2tgJfr*; dividirt man hiermit in 
den Zähler, indem man bei io^ anfangt, so wird X = — S mal 

I 5tgi«?-H 2(l-htgiu;T J* 
In den Zähler dieses Bruches der obige Werth gesetzt, so wird 









=<j[|tg>~Ä.-^i'^^JJ^] oder endhch 

A = cj[|tgi«;-,»^.^i^^|/2y] (32), 

wenn w noch die Anomalie in der Parabel bezeichnet, woför 
in dieser Nähernngsformel also wieder o gesetzt werden kann. 
Dieser Ausdruck ist nun zugleich das Differential von v in Be- 
zug auf e, da v=w-+l und S=i — e = — de ist, wenn man 
von e=i ausgeht; l=v — to oder fo-\-dtD=v also A=-f-5tt? 
oder -f-dt?, da man von der Parabel auf die Ellipse übergeht; 

-^= — -j^, welches in die Gleichung (32) substituirt, giebt 
$=Ä^^?^]/2g-|tgir (33) 



de 



(33) Für —r- ist auch in demselben Falle entwickelt 
de 



We/ L2(l4-9c) • rr "" (l-hc)( H-'9e)J 
von Encke im Berl. Astr. Jahrb. f. 1822 p. 184, wo ebenfalls noch die Re- 
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Mit Hülfe des Vorhergehenden lälst sich auch das partielle 
Differential dr in Bezug auf de angeben. Da 



r=-p-^— =^^l±^, 80 ist 
l-heco8i; l-Hecoa» ' 



rfr= 



q(l — cosr) , . r'esinü , j dr g(l — cofl») 

/T-, r^.d6-h ^-^ ^ .dv oder -T-=7T^-; xT 

(H-ecosr)' {l-he)q de (l-hecosu)* 



, r^eainv dv -t j , 

+ .i , . > -,- und da «=1, 

dr a(l — coBv) . r'sinr dv . ^ >• 4<7* 

<fe (l-hC08v)' 2^ de ^ r' 

und 1 — co8r=2Bin4t;' substituirt, 

de 2^ 2q de de ^ 

gesetzt, so wird 

dr r'sin^t;* ^ k{t — TQsint; , r'sinr , 

d7 2^ "^^«^ Wg ^•"27"*^''' 

und da 

8int;=:28mjt;co8ir, 8mt;tg^t;=28in^v^ 
so wird 

2^ T-2^.tgTt;— T^. ^ — Tö'-tgiv . 

dr_9 k(t — T)8mv . , 

d7=^- 72^: -^-xVrtgir» (34) 



§. 9. 

Nachdem im vorigen §. dv und dr in Bezug auf de ent- 
wickelt sind, so bleiben jetzt nur noch die beiden letzten Ele- 
mente, die Zeit T des Periheldurchganges und die Periheldistanz 
q zu berücksichtigen übrig, also dT und dq zu finden in Be- 
zug auf dv und dr. 

Da man die höheren Differentiale von de vemachlälsigt, so 



8ultate angegeben sind: 



fdv\ ky/p (dv\ 3tkyp 

\dt/ rr ' Kda) 2ar 



dq/ 2qrr 

mit der Bemerkung, dafs 8ie sich ohne Schwierigkeit ergeben, wenn die von 
Nicolai M. C. 27. Bd. p. 212 gegebenen Formeln nur noch etwas weiter ent- 
wickelt werden. 
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erhält man aus der Gleichung för die parabolische Bewegung, 
nämlich . w — =tgjf)-f-jtg5f)% durch DiflTerentiation eine Be- 
ziehung zwischen dVj dT und dq. Es ist 



2t 



9^ 



dT (t—T)d.qi __ dT ^ t-^T dg _ r^ 



gi gi.qi gi "' gi 9 ^g^V 

_kV2g 3kU^T) 
dv-=—^-.dT -jy^—.dg (.3.->) 

Um die Differentiale von T und q in Bezug auf r zu er- 
halten, hat man 

(f , dg qcosivsiüXvdv rdg . ^ , 

cos^ü" coßit;' cosjr* g ^ 

und nach (30): 

^/r 3k(t-T)igiv\ kVT^,tgiv ^^ 

\g ryig ) ^ r ' 

Setzt man im Coefficienten von dq &a t — T den Werth 
_iiV2_(tgtü+jtgic'), so wird dieser Coefficient 

k 
=l-htg^r' — 3ßin4r* — 8iniv*tgiw'=l-J-tg^t;'coß4t;' — 3fim^t;*=cos«7. 

<ir=co8pJ<7— ^K gytg^p ^y ^jjjj ^gjjjj j^gj. ^ederr= — ?-r- ffe- 

setzt wird, 

Jr=cost7</9 ; -^T (36) 

Die vollständigen Ausdrücke för dt? und dr sind daher nach 
den vorhergehenden Formeln (33) — (36): 

dv= :;r^dT ^-=-.dg4-h,V — ;i — V2y-ftgir .de 

r Vlg L -^ / (37) 

K2g L K2s' J 
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§. 10. 

Die Formeln (20) werden jetzt, weim man sich auf die ge- 
fundenen partiellen Differentiale bezieht: 

dr , . dr , "] . rA . \V^^ »^ . dv , 

.dej-^xcotgiÄ-hui^^dT-h—.dq 



-t\- 



'''=-läf-''''-^äV'^-^äe 



dv 



]dx dx 



de J ■ °^ ' • (%a "" dt 

und ähnlich dy und ds, oder wie man es auch schreiben kann: 

, Vdv dx , dr dxl ,— f dv dx , dr dxl , 

^'^ [-dfTv + Tri;] ^^^Wi^^Tg-i-rr'' 



(38) 



dT'drj '\_dq'dv ' dg 
,dx dx ^ dx ,.,rdv dx dr dxl 

j rdv dy dr dy~\ ,_. Vdv dy . dr dy'\ , 

4.^^ rj^^^^ ^ox^-y ^.-j.r^'' ^y ^^'' ^y~\ 



de 



[ dv dz . dr dz~\ ,^ Vdv dz dr dzl . 

dz , ,dz ,^,dz ..Adv dz dr dz^ 
an Ofto a» Lue dv de dr j 

und die Werthe der einzelnen partiellen Differentiale sind nach 
dem Vorhergehenden: 

dv^ k\2q dv _ Zkjt-T) dv , Ht^T)V% i ,., 
iT r" ' da -ai/^TT ' ^77='ö 3 «^^^' 






V^' dq 



= COS V 9 



rfr r» ' rf^ ^aj/2 

j-=xC0tg(^4-u), -7- = -, 
du ar r ' 

d X 

-^ = — a: cotg (-4 -+- tt) — ^ cos e — z sin f , 



de 
dr 
57 

dx 



k{t—T)smv 
=Tff 77:f^ -HTö»-tg4t;* 



dx 



=cotg(iH-u) 



dt 



=rsmticosa 



^=^cotg(5-hw) 



=5= — ^ COtg (£ -h tt) -*- X COS f , 



dj^ 

d^ j. / ri , \ dz Z 

a r dr r 

dz 

— =x — «cotg(C-+-ti)-hx8ine, 



dt 
dz^ 
dn 
dz^ 
di 



r Sinti cos 5 
=zcotg(C-hw) 
= sin u cos c. 



Nach der Berechnung von (38) giebt die Substitution in (1) 
die Aenderungen der Bectascension und Declination: 
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sina ^ , cosa , 
cosd. aa= j-.darH -j-dy 

,. cosasind , sinasind , , C08d , 

do^=^ »dx -«^"r — -7- 'dz 

A A A 

Um d log q statt dq einzufiLhren, hat man, nach d log q 
=^, die Formeln -^=-4 («-7)^1^ und -^ = co8t;.9, 

wobei nur noch d log brigg 9 = 0,43429 . d log 9 zu berück- 
sichtigen ist. 

Eine Zusanmienstellung der vorhergehenden för die Rech- 
nung fertigen Formeln findet sich auch bei der Bahnbestimmung 
des Cometen von 1723 in einer Dissertation von Dr. G. Spörer: 
De cometa qui anno 1723 apparuit. Berolini 1843. 



Zweiter Abschnitt. 



Entwickelung der Differentialformeln für die Aenderungen 
der Elemente durch die planetarischen Störungen. 

§.11. 

Vermöge der allgemeinen Schwere wirken aufser der Kraft 
der Sonne noch die Kräfte der Planeten auf den Cometen, in 
der Art, dafs wenn ni die Masse eines Planeten, q seine Ent- 
fernung vom Cometen ist, der Ausdruck ftlr diese Anziehung 

wird. Hier sind m* und q* ungleichartige Gröfsen. Man 



?" 



drückt m' in Theilen der Sonnenmasse, q* in Theüen der halben 
grolsen Axe der Erdbahn aus und erhält damit eine Zahl ftir 
die anziehende Kraft. Diese Zahl wird = 1, wenn ii}'=l und 
Q=\ ist, so dafs die Kraft womit die Erde von der Sonne in 
ihrer mittleren Entfernung angezogen wird, hier als Einheit der 
Kräfte zu nehmen wäre und auch oft genommen worden ist. 
Wenn man nun die Bewegung berechnen will, welche durch die 
störende Kraft veranlafst wird, so kommt natürlich auch die 
Zeit in Betracht und damit die Geschwindigkeit. Diese letzte 
ist wieder ein Ausdruck der Kraft, die sich nämUch in ihrer 
Wirkung eben durch die Geschwindigkeit äufsert, welche sie 
einem fteien materiellen Punkte mittheilen würde. Die Gröfse 
der Geschwindigkeit wird aber schon durch den Quotienten an- 
gegeben, welchen man erhält, wenn man den durchlaufenen Weg 
durch. die dazu gebrauchte Zeit dividirt. 

Es sind demnach bei der Bechnung drei an sich willkühr- 
liehe Einheiten festzustellen, die Längeneinheit, die Zeiteinheit und 
die Krafteinheit ; man wird sie aber so wählen, dals die Strecke 1 
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dividirt durch die Zeit 1, die Geschwindigkeit oder die Kraft 1 aus- 
drückt, und daher ist nach der Annahme je zweier dieser Einheiten 
die dritte nicht mehr willkührlich sondern von selbst bestimmt. Be- 
halt man also für die Längeneinheit die halbe grofse Axe der Erd- 
bahn, för die Zeiteinheit den mittleren Sonnentag, so wird ftr 
die Ejafteinheit diejenige Kraft zu nehmen sein, welche die Ge- 
schwindigkeit 1 hervorbringt, wodurch der bewegte Punkt, nach 
der Wirkung dieser Kraft sich selbst überlassen, die Strecke 1 
in der Zeit 1 durchlaufen würde (oder 20 Mill. Meilen in einem 
Tage). Nun ist aber die Anziehungskraft keine blofs momentan, 
sondern fortdauernd wirkende, also ist auch bei der Bestimmung 
der Kraft, welche als Einheit dienen soll, die Zeit anzugeben, 
in der sie gewirkt hat. Demnach wird die Krafteinheit dieje- 
nige Kraft, welche die Geschwindigkeit 1 hervorbringt, nachdem 
sie während der Zeit t in der Entfernung 1 gewirkt hat. 

Die Anziehungskraft der Sonne, in der Entfernung 1, er- 
giebt sich dann als ein sehr kleiner Bruch der Krafteinheit. 
Um diesen Bruch zu bestimmen kann man vorläufig» die Erd- 
masse gegen die Sonnenmasse als verschwindend betrachten und 
den Satz anwenden, dafs die Umlaufszeiten der Planeten nur 
von den grofsen Axen ihrer Bahnen abhängen; dafs also ein 
Körper, der sich in der Entfernung 1 in einem Kreise um die 
Sonne bewegt, in der Zeit = 365,256.. Tagen seinen Um- 
lauf vollenden, seine lineare Geschwindigkeit in einem Tage da- 

her -^=k sein würde (nach der früheren Bezeichnung §. 8. wo 

;r=:3,14159., ft=0,01720., log ä= 8,23558 — 10 ist). Der täglich 
durchlaufene Bogen wäre demnach =k und in einem halben Tage 

= — u. s. w., da die Bewegung im Kreise gleichförmig ist. Macht 

man den Bogen k durch Division mit einer grolsen Zahl n so 

klein, dafs man ein Bogenelement -^ erhält, dessen Sinusversus 

k^ k^ k^ 

= 2sinJ — =2.J-^=^ gesetzt werden kann, welches um so 
näher sein wird je gröfser n ist; dann kann man auch den Bo- 
gen— als die Diagonale oder Resultante zweier Kräfte ansehen, 
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wovon die eine in der Richtung der Tangente wirkt und die 

'In' 



andere den Sinusversus = ^r— , als den Fallraom gegen die Sonne 



in der Zeit— hervorgebracht hat. Die erlangte Endgeschwindig- 

keit ist das Doppelte hiervon oder —^^ so dafs die Anziehungs- 
kraft der Sonne in der Zeit — die Geschwindis^keit — erzeu- 
gen würde, in der Zeit — die doppelte und endlich in der Zeit 
— = 1 die Geschwindigkeit w . — ^ =— ä- immer noch in Bezug auf 
das Zeitelement —, folglich in Bezug auf die Zeit 1 würde diese Ge- 
schwindigkeit das nfache oder K^ werden. Es ist also /c^= 0,00029 . . 
der Ausdruck für die Anziehungskraft der Sonne in der Entfernung 1. 

Für jede andere Entfernung r ist diese Kraft mithin = 



r^ ' 



von r = .QD bis zur Sonnenoberfläche, wo r = 0,00467 .- . und 
- = 13,6. . wird. 



r» 



Wär8 in der obigen Bestimmung der Anziehungskraft der 
Sonne sofort der zum Bogen k gehörige Sinusversus oder 2sin^Ä^ 

gleich dem Fallraum in einem Tage und = -^ gesetzt worden, so 

würde fi-eilich auch ftlr die Kraft der Sonne Ä' kommen und 
man sieht, dafs die Fehler dieser beiden Voraussetzungen sich 
gegenseitig aufheben; denn erstens kann nicht der Sinusversus 
eines jeden Bogens gleich dem Fallraum gegen die Sonne gesetzt 
werden und zweitens gilt die gemachte Abkürzung nicht fiir 
jeden Sinusversus, sondern beides nur näherungsweise, je kleiner 
die Bögen sind *). Es folgt aber daraus, dafs der Fallraum ge- 



'*') Gegen die Zalässigkeit des Satzes überhaupt, auch für unendlich kleine 
Bögen, hat Ide in der deutschen Bearbeitung von Laplace, Theorie du mou- 
vement et de la figure elliptique des Planstes, einige Einwürfe gemacht, die 
ihn selbst zu dem Resultate brachten, p. 69. 1. c. : „jener Raum der durch die 
Centralkraft entsteht, ist nicht der einfache Sinusversus, sondern der doppelte^^ 
Es ergiebt sich aber bei der nachherigen Uebereinstimmung der Resultate, dafs 
hier unter „jener Raum^^ nicht der Fallraum gegen die Sonne, sondern die er- 
langte Endgeschwindigkeit zu verstehen ist, weil die Wirkung der „ Kraft ^' 
dadurch nach jedem Zeittheile repräsentirt werden soll. 
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gen die Sonne genau der Hälfte des Quadrates des beschriebe- 
nen Kreisbogens gleich ist. Wenn daher dieser Bogen von der 
Gröfse 1 oder 57^,295 . . genommen wird, so ist der dazu ge- 
hörige Fallraum gegen die Sonne = 5 und die Endgeschwindig- 
keit in Bezug auf die dazu gehörige Zeit = 1, folglich auch die 
Kraft = 1. Hierbei hätte man also die Längeneinheit wie früher 
gelassen und die Anziehungskraft m der Entfernung 1 zur Kraft- 
einheit genommen, wodurch die Zeiteinheit diejenige Zeit würde, 
welche der Körper gebraucht um den Kreisbogen 1 zu beschrei- 
ben = — j^ — =— = 58,132 . . Tage, Statt dieser Annahme wird 

die obige hier beibehalten werden, wodurch die Zeiteinheit der 
Tag bleibt 

Es ist nur noch bei der Bestimmung von k die Ergänzung 
des dritten Keplerschen Gesetzes zu berücksichtigen, da strenge 
genommen, die Umlaufszeiten Q der Planeten nicht blofs von 
den halben grofsen Axen a sondern auch von den Massen m 
abhängen. Die Sonnenmasse = 1 gesetzt, so ist 0^ : ©'* 

= i^^--^' <>^^^ &--&=yi^y y^^- Nun8eia=l, 
ni=^o also k= -^; femer sei auch a= 1, m= der Erdmasse, 
also 0=365,256.. Tage, so ist 0'=0]/(l ^m)undk=^-~^^ 

welches mit m = ok^Tq und = 365,2563835 angenommen, 

log k = 8,2355814 . 4, log Ä' == 6,4711629 — 10 giebt. Das sind 
die Werthe, welche Gaufs in der Theoria motus p. 2. angewandt 
hat. Die neueren Bestinmiungen der Jahreslänge (Bessel Astr. 
Nachr. No. 133) und der Erdmasse (Encke Abhdlg. der Berl. 
Akad. d. Wissensch. 1835) ändern log &^ nur erst in der 8ten 
Decimalstelle. 

§. 12. 

Wenn die störende Kraft in paralleler Richtung und mit 
gleicher Intensität auf die Sonne wie auf den Cometen wirkt, 
so wird der Ort des letzteren in Bezug auf die Sonne sich nicht 
ändern können und es wird also die Störung nur von dem Un- 
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terschiede der Wirkungen abhängen, welche die störende Kraft 
auf die Sonne und auf den Cometen übt Wenn nun • wieder m' 
die Masse des störenden Planeten, r die Entfernung desselben 
von der Sonne, x* y tf , i seine drei rechtwinkligen Coordinaten 
bezeichnet, deren Axen durch die Sonne gelegt sind, so ist erst- 
lich die Kraft womit die Sonne von dem störenden Körper an- 
gezogen wird =-7^, da m' nicht in der Krafteinheit, sondern 

als ein Bruch der Sonnenmasse ausgedrückt wird. Um diese 
Kraft nach den Richtungen der Coordinaten zu zerlegen, hat 

man sie mit den bezüglichen Cosinussen oder mit — , ^, -7 zu 

■ 

multipliciren', also erhält man daftir: 

ifc'm'x' ifc'm'y ifc»™'«' 



/J 9 ^'8 9 /8 



Ebenso, wenn ^ die Entfernung des Cometen von dem störenden 
Planeten ist, wird die Kraft, womit der Comet^vom Planeten an- 
gezogen wird, nach den drei Richtungen zerlegt: 

WO rr, y, 2 wieder die Coordinaten des Cometen sind. Die Diffe- 
renzen oder die störenden Kräfte werden mithin: 

nach X . . . K^tn yßi — ^'^^^ \ = k* A 

wenn A, B^ C zur Abkürzung die Factoren von A* bezeichnen. 
Die Richtung der störenden Kräfte möge positiv genommen wer- 
den, wenn diese Ausdrücke positive Werthe geben, also wenn 
die Coordinaten des Cometen dadurch vermindert werden. 

Die Anziehungskraft der Sonne strebt immer die Coordinaten 
des Cometen zu vermindern und man hat daft&r, wenn r die Ent- 
fernung des Cometen von der Sonne ist. 
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die Kraft nach x . 



k^x 



.3 



y 



. . .ILJ.)... (40) 

' ' ' ^3 1 



Alle hier in Betracht gekommenen Kräfte sind nicht blofs 
momentan, sondern anhaltend wirkende Kräfte, in deren Begriff 
es liegt, dafs sie Geschwindigkeiten hervorzubringen streben, 
welche der Zeit proportional sind. So erhält man z. B. aus 

j 

den letzten Formeln die Geschwindigkeit nach x oder — 

SS ^ . I , wo das Vorzeichen — geschrieben ist, da die Kraft 

das X zu vermindern strebt. Differenzirt man diese Gleichung 
hier in Bezug auf dx und ^, indem man dt als constant an- 
nimmt und den Ausdruck der Kraft ebenfalls constant läfst, da 
der Werth daSür durch das jedesmalige x und r bestimmt wird; 

dann ergiebt sich ■^= r- Berücksichtigt man aber die 

störende Kraft ebenfalls, so ist aus den Formeln (39) und (40) 

die ganze nach x wirkende Kraft = —j- -f- fc* il und die Ge- 

schwindi^eit, welche sie vereinigt hervorbringen würde, wenn 
sie allein auf einen vorher in Buhe befindlichen Punkt gewirkt 

hatte, ist ^=_(^ + fcM).*,folgHch^=-^-ÄM 

und ebenso ^ die übrigen Kräfte, also 

^-*-^-Hik»£=0 ) . . . (41) 
tP z , k^z , ^ ^ ^ 

Das sind die Grundgleichungen fiir die Bewegung des Co- 
meten in Bezug auf die Sonne, deren Anziehung durch den Co- 
meten dabei vernachlässigt ist. Diese Gleichungen behalten die- 
selbe Form, wenn man statt eines störenden Körpers mehrere 
in Betracht zieht und also unter Ä^ £, C die Summen versteht: 

3 
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Die Grundgleichungen ändern sich auch nicht durch den 
Umstand, dafs der Comet von einer andern (unbekannten) Kraft 
in Bewegung gesetzt worden ist, da die allgemeine Gravitation 
auf ruhende und bewegte Körper gleichwirkend angenommen 
wird, und jene Ejrafl sich nur noch durch die einmal mitgetheilte 
Bewegung zu erkennen giebt, ohne ihre Wirkung zu erneuern. 
Die dadurch hervorgebrachte Geschwindigkeit ist also eine Con- 
stante, deren Differential in den Gleichungen (41) verschwinden 
mufs, und die erst nach der Integration als willkührliche Con- 
stante wieder erscheint, welche nur durch die Beobachtungen 
zu bestimmen ist. Wenn die andern Kräfte aufhörten, ihre Ein- 
wirkung auf den Cometen beständig zu erneuern, so würden sie 
ebenfalls aus den Gleichungen (41) verschwinden, denn diese 
Gleichungen entstanden durch die Voraussetzung von fortdauernd 
wirkenden Kräften; die Geschwindigkeiten nach dem Aufhören 
der Kräfte würden nicht mehr der Zeit proportional sein; man 

wurde haben -7-= z « -4 =const, — r- = o, -^ = 0^ 

dt r* ^ dt ^ dt ^ 

— ^ = 0, woraus durch Integration -^=a, -^ = b, -^ = c ent- 
steht, wenn a, b, c die willkührlichen Constanten sind; eine 
zweite Integration würde geben x=^at-\-dl^ y=zbt-\-b\ z=:ct-^c\ 
wo a', 6% c* die hinzugekommenen Constanten der letzten In- 
tegration bezeichnen. Es ist also 

X'—a 1/ — o z — c 

a b c 

oder 

{x — a) '-'\-b =y=ar. hb 

a a a 

X — a ) hc =:z=x. f-c 

a a a 

Die Bahn würde demnach eine gerade Linie, deren Lage von 
den Constanten abhängt. Für eine andere Zeit t' wäre 



j 
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ar'=ra«'4-a', y=6«'-h6', «'=c«'4-c' 

folglich x'—a:==o(<'—0, y—y^Kt*-t)y z'—z=cit'—t) 
und wenn « ein Theil dieser geraden Linie ist, so wird 

5 = l/(x'-ar)»+(y-y)«-*-(«'-«)» 



mithin ist s der Zeit proportional, oder die Bewegung in dieser 
geraden Linie würde eine gleichförmige sein, und die Geschwin- 
digkeit von den Constanten der ersten Integration abhängen. 



§.13. 
Aus den Gleich. (41) erhält man durch Multiplication mit 



— X z 



die Summen als Gleichungen woraus r eUminirt ist, nämlich 

yd} X — xd}y 



dt* 

zd^x — xd* z 

d? 






.(43) 



oder 






^±^fplM=-kHAz-Cx) 



dt 



dt 



|if an setze 



d(zdi,-i,dz) k,f^s.^c3,)dt 



dP k^Ai,-Bx)dt=^^^^^^^^ 

dQ=-kHAz-Cx)dt= ''^'^'7'"^"^ \ ...(44) 

dt 

dt 
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so ist 

p^^ ydx—xdy 
dt 

dt 
^__ zdyydz 
dt 

wobei die Constanten der Integration schon in den Gröisen P, 
0, R enthalten sind, da diese Gröfsen nur durch ihre Differen- 
tiale dPj dQy dR eingeführt wurden. Wären nun A, B, C=o 
gewesen, also dP=^o^ dQ=^o^ dR=^o^ so würden P, Q, Ä ein- 
fach die Constanten der Integration sein. 

Aus diesen letzten Gleichungen kann man schon eine end- 
liche algebraische Gleichung ableiten, indem man sie nur mit 
», — y, rc multiplicirt; dann ist die Summe 

P«— QyH-i2*=0 . . . (46) 

die Gleichung einer Ebene, welche durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten geht und deren Lage von den Constanten P, Qy R 
abhängt. Diese Gröisen P, Q, R sind aber nur dann Constanten, 
wenn A, B, C=o sind, anderen Falls enthalten sie auTser dem 
Constanten Theile, welcher durch die Integration entstand, noch 
einen variabelen Theil, der von den störenden Kräften Ay B, C 
abhängt. Die Ebene der Bahn wird also veränderlich sein, weil 
die Gröfsen P, Q^ R es sind. 

Aus denselben Gleichungen (45) erhält man nach der Mul- 
tiplication mit d/s, — dy^ dx die Summe 

Pdz-'Qdy-\-Rdx==0 ... (47) 

also die Gleichung einer Ebene in welcher der Comet die theile 
dXy dy^ da beschreibt während eines Zeitelements df, und die- 
ser Ausdruck ist zugleich das Differential des vorhergehenden, 
so genommen, dafs P, Q^ R constant sind, oder dafs «dP gegen 
Pdz u. s. w. verschwindet. Obgleich also P, 0} R veränder- 
liche Gröfsen sind, so wird man sie doch während eines Zeit- 
theils dt als constant betrachten können, worin der Comet ein 
Element seiner Bahn beschreibt. 

Die Gröfsen P, Q^ R^ welche die Lage der Bahn bestim- 
men durch die Gleichung Pz — 0yH-Äa;=o, müssen also die 
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beiden Elemente ^ und i enthalten. Setzt man s&=o so wird 
— Qy-^Rx=o die Gleichung der Linie, in welcher die Bahn- 
ebene die Ebene der (Xj y) schneidet, welches hier die Ebene 

der Ekliptik sein möge; dann ist y=i= 7^.0?, also ^r die Tangente 

des Winkels, welchen die Durchschnittslinie mit der Axe der x 

bildet, oder — =tangf^. Setzt man 07 = so ist Pz — Qy=co^ 

die Gleichung der Linie, in welcher die 
Bahnebene die Ebene der (j^, z) schneidet, 

und »==^y = tg wj.y, wo tg«(? = cos^tgt 

jöisrV^ ist, also 

Pcosß ^' P P ~^ P 

Die Beziehungen sind daher 

|=tgß und l^i^!±^=tg. 

-p = coßßtgt — =8mßtgt 

Substituirt man in die Gleichungen Pz — Qy-hRx=o 

die Werthe P= — ßr—, R=Qtgn 

Q z 

so wird — zl . — 0y+(?tgj^.a;=o oder die Gleichung für 

die Ebene der Bahn ist auch, nachdem man mit cos ^ sin i mul- 

tiplicirt hat, transformirt in 

xsinQsint— ^cosQsint4-2rcost=o . . . (48) 

Man könnte nun mit Hülfe der Differentialformeln (44) die 
Aenderungen der beiden Elemente ^ nnd i bestimmen; nachher 
aus den Grundgleichungen neue Integrale ableiten, welche die 
Gleichung der Bahn geben, wobei die noch übrigen Elemente 
für die Dimension der Bahn als Constanten der Integration er- 
scheinen, wenn man die störenden Kräfte =0 setzt, mit Be- 
rücksichtigung der Störungen aber einen variabelen Theil ent- 
halten, den man indessen, wie vorhin, während der Zeit d^ als 
constant betrachten kann; so würde man auf diesem von La- 
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grange ') angegebenen Wege die Differentialformeln ftir die Aen- 
derungen der Elemente durch die Störungen bestunmen. Um 
aber directer zu den ftlr die Rechnung bequemsten Formehi zu 
gelangen, scheint es angemessener, dem Wege zu folgen, auf 
welchem Bessel **) die Lagrangesche Methode entwickelt hat, da 
hier derselbe Zweck, welchen Bessel dabei hatte und namentlich 
eine Bahn von groiser Excentricität in Betracht kommt 

§.14. 

Die nöthigen Hülfsformehi sind schon im Vorhergehenden 
enthalten. Schreibt man in den Formeln (7) statt A, B, (7, welche 
in diesem Abschnitte die störenden Kräfte bezeichnen, respective 
a, /9, / und setzt man statt des Arguments der Breite u den 
Werth ttJ-f-ü) wo «? den Winkel zwischen Perihel und Knoten, 
nämlich tD=7t — f^ ftlr rechtläufige Bewegung (§. 3.) bezeichnet, 
so sind die Formeln 

x=rsm<j8m(a-t-wH-v) \ 

y=r 8in6sin(^-|-u;-t-ü) / • • • (49) 

2==:r8inc8m(;^-i-u7-i-v) ) 

Bezieht man diese Coordinaten, welche aus den schliel»- 
lichen Formeln wieder verschwiaden, der Einfachheit wegen auf 
die Ekliptik als Grundebene, so geben die Gleichungen (8) wenn 
man die Schiefe der Ekliptik, €=o setzt: 

sin a8ina =006^2 8inacosa= — 8inQco8t 

flm68m/?=smß sm6co8/?=-i-co8Qco8t } - • - (50) 

8]ncBmy=o 8mcco8y=-i-8mi 

woraus durch Division 

cotga==— tgQcost 
cotg /9=H- cotg Q C08 « 
cotgy= OD 



*) Theorie des variations seculaires des elemens des Planstes. 1. Partie. 
Formules generales pour determiner ces variations. Par M. de la Grange. 
(Nouveaux Memoires de PAcademj royale des sciences et belles-Iettres. Annee 
1781. Berlin 1783.) 

**) Untersuchungen über die scheinbare und wahre Bahn des im Jahre 
1807 erschienenen grofsen Kometen von F. W. Bessel. Königsberg 1810. 
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und zufolge der Formeln (17) und (18) 

Bma8in68in(a — /9)=co8i v 

sinasiiic8iii(a — ;/)=sintco8^ ( . . . (51) 

sm&6mcsiii(/9— /)=:smisinS2 ) 

• Die Gleichungen (16) und (18) geben 

l = [8maBiü68m(a— /9)]*+[sinasincsiii(a— y)]'+[8infc8mcBin(^— y)]' . . (52) 

und die Formeln (11) und (14) werden: 

l=smfl'8in(a+«;+i;)*+sin6'8iii(/9+w+v)*-f-8iiic'8in(y+a7+v)' . . . (53) 
l = siiia*cos(a-|-M;+r)^+sin6'co8(j9-hu;+t;)'+smc'cos(y+u;+i;)* . . .(54) 

Die Differenz dieser beiden Gleichungen wird 

o=8iiia'[8m(a-+-u;-f-t;)"— cos{a-Hw4-v)']-f- . . . 

oder 

o =sma^ cos2(a-i-M7+v)-f-8in6* cos2(/S-+-2£;H-v)-f-sinc'* coB2(y'hw-hv) 

und wenn man darin filr die einzige Variabele, also willkühr- 
liche Gröfse fp-hü, den Werth 45°-f-«(?-hf> setzt, mithin statt 

2(a-f.M7-Hr) 2(a+454-a7H-t;)=90«+2(a+wH-t;), 

statt 

coß2(a-i-M;4-r) cos[90-f-2(a-f-M^-+-v)]= — sin2(aH-to-|-i;) 

= — 2sin(a-f-u7-l-t;)co8(a-4-M>-hv), 

so erhält man 

o=8ma'ßin(a-H«?4-v)cos(a-|-u;-|-r)-|-sin6"8m(jSH-w;4-i;)cos(/94-w-ht;) 
-t-8inc'8m(y-+-w-f-r)co8(y4-w-i-t;) . . . (55) 

Multiplicirt man die Gleichungen (17) respective mit x, y, z 
so wird 

a:cosa-i-yco8ft-i-2C08c=a:8mß8mt— ycosJj8ini-f-2C082 

also, wie man aus der Vergleichung mit (48) sieht, ein neuer 
Ausdruck für die Ebene der Bahn. - Setzt man noch zur Con- 
trolle aus (18) hinzu: 

=a;8in68inc8m(^— y)— ^8masinc8in(a — ;^)+28ina8iii68m(a — /?) 

und durch Substitution der Werthe fiir a?, y, ä . . . 

=r 8masin6 sine sin(a-f-tr-hi;)8m(/9 — y) 

— r8ina8in&8mc8in(/?+«7+v)Bin(ce — y) 

-H r sin a8in6smcsm(y-i-M;+i;)8in(a — /9) 

=r8ina8in6sinc[8in(aH-i£>4-r)sin(^ — y) — sin(y-h«74-v)8in(a--y) 

-i-sin(y-i-«;4-i?)8in(« —/?) 

WO die Gröfse in [] = o ist, da allgemein 

sina8in(6 — c)~8in6sin(a — c) 4- sine sin (o — 6)=o 

SO wird daher für die Ebene der Bahn die Gleichung auch 

a:co8a-h^cos6-f-zcose=o . . . (56) 
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oder in UebereinstimmuDg mit (48): 

X sin ^ sin t — ^ cos Q sin t -H« cos t s=o. 

§.15. 

Differenzirt man die Gleichungen (49), wobei man nach dem 
vorhin (§. 13) aufgestellten Frincip, die nur von den beiden Ele- 
menten ^ und i abhängigen (rröfsen a, 6, c, a, ß, y so wie tr 
während des Zeittheils d^ als constant betrachtet, so wird 

rfa:=sinasin(a-i-w-f-i;)rfr-f-rsiiiaco8(a-i-«;-+-r)(/(tt7-i-i;) 
c?y«=8m 6 sm(/J-Ht(7-f-i;){fr-f^rsin h cos {ß-k-w-^-v) rf(fo-hr) 
rf« = sin c sin (y -4- w -+- v) rfr •+• r sin c cos (y -h «7 +t>) rf (tt? •+■ r) 

und da 

r=rsinasin(a+«7+v), y=srsin68in(/9+io+ü), z=rsincsin(y+ti?+i;) 

so ist 

^dar— a:d^=r'rf(«;-f-»)8inasin6sin(j9— o) 

z rfar — ar c?z=r' c?(ir -4-t?) sin a sin c sin (y — a) 

zdy — ^rfz=r'rf(M7-f-t;)sin6sincsin(y — j9) 

Die zweite Differentiation giebt, wenn noch mit ii^. dividirt 
wird: 

,t — ^=rf r* ^^— ^.smasin6sm(j9— a) \\di 

d(zdx — xdz) ,V :% d(w-^v) . . , \l.j. 

— -ssd\ r* - — ^.sinasincsin(y— o) 1 :rf< 

a< L «^ J 

d(zdv^ydz) ,r « d(ii7-|-r) ... . / ,,v 1 t 
-^ — TTT^ — ^^=d\ ^ T .8m6smcsm(y jg) :rf< 

und wenn man ftir die linke Seite dieser Gleichungen ihren Werth 
aus (43) setzt: 

o^rrfFr'» ^^^~t^8inasin6sin03— o)]:d«4-ik*^ 

o=s£i| r'— ^— r — ^ sin a sine sin (/ — a) 1 :d<-4-P(ilz— Cx) ) • • • (57) 

o=rf r r' ^('^^'''^ 8in6Bincsin(y-^) ] :rfi-4-P(5z- Cy) 

§.16. 

Die Gleichung (27) §. 8. gab ftr die Fläche des in der Zeit 
(t^T) vom rad. vect. beschriebenen Sectors 

daher r'dv^lc}/pdt oder -^=^ - • • (58) 
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Femeri8tr=r-^— also dr=!^i^22^=-^^^55£.^.rf« nach (58) 

folglich -^Ä— esiav . . . (59) 

Wenn nun c die lineare Geschwindigkeit ist, also c=-7^ 

und tfj der Winkel, den die Richtung der fortschreitenden Be- 
wegung mit dem verlängerten rad. vect. macht, so ist 

ccoB\ifss—-coay/=si—=s—e6iRv nach (59) 

ds . rdv kVp rf'Q^ 

^ dt ^ dt r ^ ^ 

daher auch ^^^ =rcsin v^^i^Vp und 

^p r* p p 

p ^ P r(H-ecost;) 

\r r(l+6COflt7)/ \r P ^ 

Nun ist auch e*= fLüf.^ wenn a die halbe grofse Axe der El- 
lipse ist, 

«* a^p 1 1 . « j p 1 

— — s £-a= unO eC0flt?=5^ — 1. 

p ap p a r 

Diese Werthe substituirt: 
^«p(uEli+i-i)-t«(i-i) oder J-i-,4 

\r p /) a/ \r aß 1a r lir 

undfÖrc^=|J=:^^^±^±^ gesetzt, so wird 

Multiplicirt man jetzt die Gleichungen (41) respective mit 

3^9 "3^9 -T- so erhält man 

dt^ dt^ dt 

d^x . , T^x dx . ,« . dx 
dr r' dt dt 

""^d^'^^^-^'lü^^^'irt 

d^z k^z dz , ,2.^ «?« 

di' r' dt dt 



*) Laplace, Mec. c61. Livr.II. Art. 18. p. 163. 
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Da nun d*xdxss\d(dx*) u. s.w. und xdx-i-ydy-\-sdz 
= rdr so wird die Snmme der drei vorhergehenden Gleichungen: 

o=4d(di»+rf^+<i«'):d<»+4^. 5 +t!4 • ^7 +*'5 • 4/ +** <^- ^ 

dt r^ dt dt dt 

und die Differentiation der Gleichung (60) giebt nach der Di- 
idsion mit dt 

AW _ rfr J rf(dar»H-rf^'H-rf:g') _1_ 

dt r« • cf« 2d<'.ik» ' rf/ 

oder !!lp:)«_^.^_i£(^±H^!±±L), daher 

dt r^ dt dl^ ' 



<i) 



Die MultipUcation der Grundgleichungen (41) mit x^ y^ z 
giebt 

xd^X h^X^ m 



=^^/-h¥-h^b 



dt'' r« 



y 



und dar'=ar'-i-y-H«', rdr^sixdx-^-ydy-^'zdz 

d(rdr)=rd'r'hdr*:=:x(Px'hdx*'^yd*y'hdy^'hzd^Z'\'dz' 

aber rfx»-f-d/4-d2' = (|~~)prf«' nach (60), folglich 

rf? — 5? v7"ar •••^®^' 

und die Summe der drei obigen Gleichungen giebt 

r dt 

mithin ist die Summe der beiden letzten Gleichungen 

dr 

) .1 1. 

'+(Äx+By+ C«)fc» ... (63) 



dt \a r/ 
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§.17. 

Man sieht aus den vorhergehenden Formeln, wie es auch 
schon in den Grundgleichungen (41) liegt, daTs die anziehenden 
Kräfte, welche auf den Cometen wirken, immer nur den Diffe- 
rentialen der zweiten Ordnung seiner Coordinaten (mit Einschlufs 
der Polarcoordinaten r und e) dividirt durch d t\ entsprechen. 

Führt man die in (57) angedeutete Differentiation weiter 
aus, so werden diese Gleichungen, 

dt dt dt 

H-Jk*(^y-5x) 



'\ dt ) . . , . V . ,cf(u74-i;) rfCsin a sine sin (y — o)] 



-. sin a sine sin I 



dt ' dt dt 

-4-fc"(ii«-Car) 

^ / a rf(«7H-r) \ 

V dt / , . . . , . , ,rf(u;-f-r) rf[8m6sinc8m(y — ä)] 
— .sin6smcsin(y— /3)H-r' — j^. ~^ — ^ 



Multiplicirt man diese Gleichungen mit 

sin a sin 6 sin (/? — a) 
sin a sin c sin (y — a) 
sin 6 sin c sin(y — ß) 



sine cos y 
— sin 6 cos /9 
+sinacosa 



— sincsiny 
H-sincsin/9 
— sinasina 



imd addirt, so erhalt man zuerst mit Hälfe der Formel (52) 

0= ; ]rh^(Ay — £x)sinasin&sin(/9<- a) , 

dt y :f f vp ')...(64) 

4- ik* (i^« — Cx) sinasinc sin (y — a) 
-hifc* {Bz— C^) sin 6 sin c sin (y — ß) 

da das üebrige =o wird, indem es zufolge der Gleichungen 
(51) den Factor hat: 

— costcfcost — sintcosQcf.sintcos^ — sintsinQcf.sintsin^ 
= ' costsinidt — sin 1 cos Q' cos t. dt — sintsin^'cost.cft 

sint'cosßsinß.rfß — sint^sinßcosß.rfß ' '^^' 



V 
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Die zweite angedeutete MuItiplicatioD giebt 

^/ 

ossrf 2 .[flinaiinftBinO?— a)8mccoiy— 8ma«mc§in(/— o)«m6co8/? 

+ sin 6 Bin c sin (^^ — /?) sin a cos a ] 
'^'k'^iAy — ^x)sinccos;' — k^(Äz — Cx)ambcoBß-hk^{Bz^Cy)Biaacosct 

-h der Grö&e mit dem Factor r'^^^tül 

Die Grröüse in [] ist &= o, da ihre Theile der Beihe nach 
werden: 

~ costsint+sini cosQ' cost+sintsinQ' cost'aso 

Die noch hinzuzofiigende GröXse ist 

r' — —7^ — . |smccos;'.cf[sina8m68in09— a)j 

— sin &cos/?.(f[sina8]ncsin(/ — a)] 
4-sina.cosa.(i[sin&sincsin(/ — j9)] > 

Der Factor in | { wird nach den Gleichungen (50) und (51): 

— sintef.cost+cos^costef.sintcos^^ +sin^coBtc?.sintsin^s= 
=sinf» di H-cosfl" cosi* dt -hsinß* cosi* di 

— cos^costsin$2sint£2S2+Bi^Q^'Bß^üitco8t£f^ 
z=di, daher 

0Ä=r*.-^. — j-^-Hifc'(il^— Äx)sinccosy— ifc*{J2— Cx)sin6cos/3 
-f-Ä;'(JB2— (7y)sinacosa . . . (65) 

Die letzte Multiplication giebt endlich 
,r'd(M7H-t7) r . . , . ,^ ^ . 

= d — 1 — 8masin6sm(/9 — a)sincsm/ 

+ sin a sin c sin (;^ — a) sin 6 sin j9 

— sin6sincsin(/ — /9)sina8ina 1 
— k^ (Äy -^ Bx)Bmc Billy -hk^ (Az — Cx)sin&8in/9 — k^(Bz — Cyjsinasina 

+ der übrigen Gröise mit dem Factor '''^^'^;^^^ 

Für den Ausdruck in [ ] hat man wieder zufolge der Glei- 
chung (51) und (50): 

o— Bintcos^sinQH-sinisinQcosQ=o 
und es ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (51) die noch hin- 
zuzufügende (xröfse 

^7-5 — ^1 +sinc8in/(fcost — sin68in/9<f.sintco8^-f-Bina8ina(i.sintsinQ 1 
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woraus man durch die Gleichung (50) erhält 

^-5 — ^1 — 8mgJ(/.smtco8Si4-cosßrf8inismß|s= ^ .sinirfß 

und denmach 

o=r' sini. -7^.—^^-; — -^k^^Ay — Bx)amcamy~{-k^ {Äz^ Cx)ainbBmß 
dt dt 

— Ä;'(JB2— Cy) sin a sin« . . . (66) 



§.18. 

Bisher war die störende Kraft oder die Summe der stören- 
den Kräfte nach den Sichtungen der drei Coordinatenaxen x^ y, z 
zerlegt und danach mit PÄ^ h^Bj k^C bezeichnet Man kann 
aber die vorhergehenden Formeln dadurch vereinfachen, dafs 
man eine andere Zerlegung der störenden Elräfte wählt, nämlich : 
k^Ä in der Kichtung des rad. vect nach der Sonne hin wirkend, 
K^B senkrecht auf den rad. vect. in der Ebene der Bahn, 
h^C senkrecht auf die Bahn gerichtet. 

Wie bei einer jeden derartigen Zerlegung nach rechtwink- 
ligen Coordinaten ist dann 

A^ -h^a H- c =^'« -hi?'» -h C* 
und es wird durch Multiplication mit den Cosinussen der Win- 
kel, welche die neue Kraft Ä mit den vorigen bildet: 

A'^A.^B.^-^cA 

r r . r 

oder zufolge der Gleichung (49) 

^'==il 8ma8m(a4- w4-») +^8in 6 sin (jS+io H-r) -h Cßin cßin (y -+- w-f- v) 

Um die Kraft B zu bestimmen, kann man sich eine andere 
Bahn in derselben Ebene denken, deren Elemente dieselben sind, 
ausgenommen, dafs to sich in 90-4-«? verwandelt, dann wird der 
neue rad. vect. senkrecht auf dem vorigen stehen und die Kraft 
B ihn zu vermindern streben, wenn sie positiv ist. Man erhält 
also durch Substitution von 904-«? statt «?, die vorige Gleichung 
verwandelt in 

5 ' = -4 sin a cos (a -4- 10 -f- v) -h jB sin 6 cos (/9 -f- w -+- r) 4- Csin c cos (y -f- M7 -f- r ) 

WO die Factoren von A^ B^ C, die Cosinus der Winkel sind, 
welche die Senkrechte auf dem rad. vect. mit den Axen der 
rr, y, z bildet. 
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Aehnlich damit ist auch 

C= ^ C08 a -H JB C08 6 -f- Ccos c 

wenn a^ bj c wie bisher die Winkel sind, welche die auf der 
Ebene der Bahn und ihrem nördlichen Pole zugewandte Senk- 
rechte mit den Axen der x^ y^ » macht, so dais, da hier fOr 
die Ebene der (x^ y) die Ekliptik genonunen ist, nach den For- 
meln (17): 

co8a=8inQ8mt cos 6= — cos ^ sin t co8c=co8t. 

Die neuen Eo-äfte ABC können demnach aus den vorigen 
il, £, C bestimmt werden durch die Gleichungen: 

^'=-4sma8m(a+tt74-r)+5sin6siii(/9+w+v)4-C'smcsin(y+tp+r) \ 

B'=-4sinoco8(a+to+t?)+58in5co8(/9+ii>+t;)+C8incco8(y+iö+ü) > • • • (67) 

C'rs^sinJJsint — BcosQsint +Ccost ) 

oder 

C=-4co8a +5 cos 6 4"Cco8c 

wo man [sieht, dafs C nur insofern variabel ist, als yl, £, C 
es sind, und a, 6, c sich mit der Zeit ändern, während bei A 
und B schon immer die Yariabele f> eingreift, da die Sichtung 
des rad. vect. sich mit jedem Augenblicke ändert 

Um wieder A, B, C durch A, ff, C ausgedrückt zu er- 
halten, kann man diese Gleichungen mit 



sin o sin (a-|- w H- v) 
sin a cos (a H- 10 -f- ») 
sin Q sin i 



sincsinty-f-w-f-r) 
sin c cos (y-f-tr-f-i; ) 
cost 



sin 6 sin (/9-|- M7 -f-r) 
sin 6 cos (/9-f- w -I- r) 
— cosßsini 

multipliciren und die drei Produkte jedesmal addiren, wobei man 
auch etwas einfacher statt der Werthe der letzten Beihe die 
gleichgeltenden cos a, cos b, cos c schreiben kann. Die Summe 
der Quadrate der ersten Columne dieser Factoren ist nämlich 
sin a^ -f- cos a* = 1 ; die der zweiten == sin 6* -1- cos 6^ = 1 und 
die der dritten sin c* -|- cos c* = 1. 

Die Summe der Producte aus der ersten und zweiten Co- 
lumne ist 

sinasin6cos(a — /?)+cosacos6=o nach (19) da cos(a — ß) 
= — cotgacotgfe ist. 

Die Summe der Producte aus der ersten und dritten Co- 
lunme ist 
sinasinccos(a— y)+cosacosc=o wegen cos(a—y)=—cotgacotgc 
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und ebenso ist aus der zweiten und dritten Columne 
sin6sinccos(/9~;^)+co8&cosc=o weil cos(/9— y)=— cotgftcosc 
ist nach (19). 

Es wird demnach • 

il==-4'8ma8in(aH-«;-f-w)-*--ß'8macoB(a-i-io-f-i?)-f-C'8inJisint ) 
5=ii'8in68inO?-H«;H-v)4--B'sin6co8(j?-h«7-ht;) — Ccosß8mt > . . . (68) 
C=J.'8mc8in(y-h«;H-ü)-f-J5'smcco8(/-hto-f-»)-}-Cco8t ) 

oder indem man überall die Constanten einfiihrt 

-f-Ccosa 
Cco86 
Ccosc 

§. 19. 

Die neuen Kräfte k^A, k'^B, k^C* sind nun in die ver- 
schiedenen Störungsformeln zu substituiren fiir k^Ä, k^B, k^Cy 
wodurch die Formeln vereinfacht werden. 

Die Formel (61) war 

\2a / . , dx dy ^ dz 



-^A^^B.^+C.^, und es ist nach (49) 



dt dt dt dt 

dx dr . . t , t \ i ^^ ' / . . A 

-r— =3- .8ma8in(o-htoH-v)-*- -3-rsmaco8(a-f-«7-f-r) 
dt dt dt 

-f^=s—- .8m&Bin(/?-+-«7+v)+ -y-rsinbcosiß-huf-hv) 
dt dt dt 

- — =-i— .8mc8m(y-f-tr4-t;)-f- —-r8mcco8(y-htr4-r) 
dt dt dt 

und nach der Multiplication mit den Werthen von A, By C aus 
(68) erhält man 

dt dt dt 

=A'A-^ 8ina* 8in(a-hwH-»)'-h -r-r8ina'8in(aH-irH-i;)co8(a-+-«;-hw) 
L dt dt 

dr dn 

-h — BUib^ 8m(^-4-ii7-+-t7)*-h ^r8in6*8m(/J4-ip-hr)co8(/9-f-My-4-r) 

-h—BJnc^ 8in(y-f-ii;-hi?)*H ^r8mc*8m(y-|-ii7-4-i7)cos(y-f-«;H-i7) 1 

-h^'.j -f-aina* 8m(o-f-«7-f-r)c08(a-|-ii7-h»)-|-— r8ma*coB(o-f-io-hr)* 

dr dtt 

— sin 6' 8m(/?-f-ip-f-r)co8(/J-f-ip-f-»)-f- -7- rsinfc' COB (/?-+- 10 H-r)' 

dv dv ~l 

— 8mc'8m(y-f-tt7H-ü)co8(y-f-«;-hr)H--T-i'8Uic'co8(yH-«7-hr)' | 



1 
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C". -r- siiiaco8asm(a-f-to-f-v)-f- -T". rginacoßocog(o-*-«?-+-i?) 
L dt dt 

-+• -j- 8m6co868m(/3-4-ipH-ü)-H — - . r8m6coß6co8(/H-fo-l-v) 
dt . dt 

-h-^8illcC08c8m(y-hu;-|-r)-f- — .r8incC08cC08(y-l-w-f-t7) 1 

Der erste Theil mit dem Factor A reducirt sich vermöge der 
Gleichmig (53) und (55) auf il'.— oder es ist A'.dr^^Ädx 
+ £dy + Cdz wie auch aus der Gleichung im vorigen §. : 
A=A. — H- fi . ^--I-C— sich ersieht. 

r r r ° 

Der zweite Theil, dessen Factor B ist, wird zufolge der 
Gleichung (55) und (54) einfach = Ä* . ~- . r 

Der dritte Theil verschwindet gänzlich, indem man sina 
8in(a-|- 10 •+"©)=-, sin 6 sin (^+10-1-©)=^, sincsin(y-+-ir-i-«') 



sss — substituiren kann, wodurch dann der gemeinschaftliche Factor 



für die mit -r- multiplicirten Gröisen, x cos a -H y cos 6 + ä cos c 

wird, welches nach (56) = o ist; femer kann man nach Glei- 
chung (18) substituiren: cos a = sin b sine sin (/9 — /), cosfr 
= — sin a sin c sin (a — y) , cos c = sin a sin 6 sin (a — /?) , wo- 
durch die Summe 

r8inasin&8inc[co8(a+t04-v)8m(j9 — y) — cos(ß-hw-hv)8ia{a — y) 
-f-co8(y-f-io-hv)sm(a — ß)] 

entsteht, welche =s o ist, da allgemein cos a sin (6» c) ^ cos 6 sin (a— c) 
+COS c sin (a— 6) = 0. 

Man erhält also 

dt dt dt dt dt 

und wenn ftr ^ und ^ ihre Werthe aus (59) und (58) g^ 
setzt werden. 
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A'.^' 






dt 

oder dar=-r---^ ist, . . . .=rr-| Ä'eainv-hB'il-hecoBv)]^ 

l-f-ccosr ' YP^ J 

folglich 

und die Gleichung (61) wird transformirt in 

0= ^ — hr^f S'+e(^'gini>+B'co8»)l . . . (61») 

Die Gleichung (63) verwandelt sich sogleich nach dem Vor- 
hergehenden in 

dr 

Zur Transformation der Gleichung (64) hat man nach (68) 

At/^=Ä' ,ramaambaiii{a-hw-hv)8m(ß-hw'hv) 

4-^' . r sin a sin 6 sin (a -i- to -f- v) sin (j9-|- w -+- r) 

-+• Ccoaa.y 
£ X = -4' . r sin a sin 6 sin (a -H to -h «) sin (/9 + M7 -f- ») 

H- JB' . r sina sin 6 sin (a+«7 -hü) sin (^-|-«7-f-i;) 

-h C . cos 6 . z 
Ay — 5x=J9'rsinasin68in(/9— a)-hC(ycosa — xcoab) 
J. 2 = -4' . r sin o sin c sin (a -h w -f- v) sin (y -f- «7 -h v) 

-f- jB' . r s in a cos (a -+- tt> 4- v) sin c sin (y -H to -f- v) 

H-C'.co8a.2 
Ca:=-4'r sincsin(y-Hw-|-v)sina8in(a-f-w-f-v) 

-H 5' r sin c cos (y -f- 10 -f- v) sin a sin (a -h IT -H v) 

-{-Ccoacx 
Äz— Car=J3Vsinasincsin(y— a)-|-C(2Coso — arcosc), 

und SO auch 

Bz — Cy=jB'rsin6sincsin(y — /9)-|-(7'(2;cos6— ^cosc) 

Man hat demnach mit Berücksichtigung der Ausdrücke für 
die cos von a, 6^ c in den Formeln (18): 

(^y — J5ar).8ina8in6sin(/9— a)=5'rsina'sin6*sin(^— a)* 

— C'(^cosa — zcosö)cosc. 

{ -4« — Cjt ) . sino8incsin(y — a)=-BVsina' sine' sin ( y — a)* 

-|-C(2coso— arco8c)co8 6 
(^Bz — C^).8in6sinc8in(y — ^9) =5'r8in6' sine' sin (y—/9)' 

— C(2C0s6 — _yco8e)cosa. 

4 
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In der Stimme dieser Gleichungen wird der Factor von 
Fr = 1 nach (52) und der Factor von C wird = o, da seine 
Theile sich gegenseitig vernichten. Die Gleichung (64) verwan- 
delt sich daher in 

o=s ~ Hrfl'.i» . . . (64») 

Für die Transformation der Gleichungen (65) und (66) 
scheint es einfacher, die Werthe Air x^ y, z aus §. 2. zu benutzen, 
wo tt = fr + f> ist, so dafs 

ar^r[co8^co8(tf;H-v) — Biiißiiii(tr-|-r)co80 
^ sss r [ sin ^ cos (to + v) + cos S2 >^i^ (<<^ + v) C08 1] 
z = r 8in («7 -h v) 8in t 

Die Gleichung (65) wird mit Bücksicht auf (50) 

dt dt 
— fc*(JBa— Cy)8mßco8t 

und es ist 

{Ay — jBar)8mts=s^r[8iiiQco8(ii;-f-ü)-f-co8ß8m(w-4-i;)cosi]8int 
— JBr[co8ßco8(ioH-r) — 8in$28m(i0+r)co8i]8mt 

— (Az — Car)co8t= — ilr8m(trH-t')8iiitC08^C08t 

-f- Cr [C08Qc08(ll>-f-») — 8mQ8in(«7+t7)C08t]C08QC08t 

— (ßz — Cy)8inQco8t= — ^r8m(u;+t;)8int8iiiQco8t 

+ Cr [8in Q coB («;+!;)+ co8 ß 8in {w+v) co8 sinß co8i 

wovon die* Summe 

=:ilr8m^co8(«7+v)8int — 5 r cos Q co8 (tp-f-r) sin t-i- Cr cos (w-l-f;) cos i 

=rCco8(u;+t;) uach Glcichung (67), 
daher 

0= ^:; ',— — h rC^ cos (w-f- »).*;' . . . (65*) 

dt dt 

Bei der Gleichung (66) ist nach (50) und dem Vorher- 
gehenden « 

— (^y - 5 ar) sin c sin y = 
■i'iAz-'Cx)BmbBinß=s(Az'~Cx)Bm^ 

= J. r sin (t(;+ v) sin t sin Q 

— Crcosß cos (ir+»)8inQ-f Cr sin ß' 8in(to+v)co8t 
— (Bz — Cy) sin a sin a^t—i^Bz — C^) cos ß 

= — jB r sin (w +») sin t cos ß 
+ CrsinQco8(w+»)co8ß+Crco8ß"sin(io+t;)cosi 
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und die Summe 

=-4rßin(ii7-i-r)8iniBinß — 5 r sin (ic -h r) sin i cos ß-f- Cr sin (»-+-») cos t 

= Crsin(ii7-i-t;) nach Gleichung (67). 
Damit wird also die Gleichung (66) umgewandelt in 

§.20. 

Es müssen nun noch die Differentiale der Polarcoordinaten 
r und V aus den Gleichungen entfernt werden, damit die reinen 
Aenderungen der Elemente durch die Störungen ausgedrückt 
werden. 

Nach der Formel (58) ist 

^=y^oder^^ = ;k]/p 

dt r* dt '^ 

Setzt man d(fi7 + t7) statt dv (indem to der Winkel zwischen 
Perihel und Ejioten ist, der ebenfalls in der Bahn gezählt wird) 
so ist in Bezug auf die Aenderqng von v 

^- — ^J ^^ =jiy;). Dies in (64*) substituirt, giebt 
^^=—r.kB' . . . (69) oder -ß-=—2ryp,kB' 

dt ' dt ^^ 

Die Substitution von ?:!^f^±^ = fc ]/;> in (65*) ergiebt 

di rk C sin (w-^-v) ,__^ 

dt yp 

und durch dieselbe Substitution in (66*) wird 

dSl rkCfsm(w-hv) ^--^ 

dt sintYp • • • ^'^^ 

Aus (61*) erhält man unmittelbar fdr die Aenderung der 
halben grofsen Axe a: 

— ^==-^re^'sini;4-JB'(l-hecoSü) l.Ä;. . . (72) 

Für die Bestimmung von d e hat man 

a(l — e')=;)=a — ae* 

• dp^^da-^e^ da — laede 

. (1 — e^)da dp pda YpdYp 

'iae 2ae 2a'e ae 

4* 
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Substituirt man also die schon geftmdenen Werthe von da 
und d]/p aus (72) und (69) so wird 

- = —-^lekA'ainv-hkB'(l-heco8v)\'i ^-^ : 

dt e \_ j ae 

und 1 -H e cos c = ~ eingesetzt nebst a = _^ ^ , so ergiebt sich 

c/e kB'r 

-r- = — ib-i'sinüV/) -^ — .(6 4-2 cos «?-+-« cos»*) . . . (73) 

dt y p 

Die Differentialfonnel für die Störung der Länge des Pe- 
rihels kann auch durch die Abhängigkeit der differentiellen Aen- 
derungen der Eleitnente bei einem bestimmten r und t) erhalten 
werden, indem man die bereits entwickelten Störungsformeln 
benutzt. 

Die Gleichung r = . . ^ enthält nur die beiden Elemente 

^^ H-ccosv 

p und e. Man kann aber die Länge des Perihels tc einfiihren, 
da v±= L — n^ wo L die Länge in der Bahn ist; dann giebt 

p=zr [1 4-c cos(L — 7z)] 
dp=rcoBvde — resinvc?Z-f-rc8inr.rf;r 

wobei L nur noch in Bezug auf das Element ^ differenzirt 
wird (da dn schon berücksichtigt ist) indem L aus zwei Theilen 
besteht, nämlich aus ^, auf der Ekliptik, und L — ^, auf der 
Ebene der Bahn gemessen, so dafs dL=d^+d(L — ^). Der 

letzte Theil ergiebt sich leicht aus dem sphä- 
rischen Dreiecke, welches von d^ und dem 
Durchschnittspunkte zweier successiven Ebe- 
nen der veränderlichen Bahn gebildet wird, 
T """^JiT wonach rf (L — ^) = — cos id^ ist. Es 

kann also 

dL=idSl-^coBidSi 

in die obige Gleichung substituirt werden und man erhält damit 

dp=rcoBvde — re8inv(l — cos i)dSi-\-reBmvdn 

oder 

dn 1 dp cosv de ,- .v rfO 

-7-= : — . -7- ; — . -i-4-(l — cosi).— ^ 

dt reamv dt esinv dt dt 

Die Substitution aus (69), (71), (73) giebt ^f 

dn 2yr) , _. cosrl/p, ^, kB'rcoav. .« «, kC'rsia(w+v)teU 

T-= "r^kB-i *-^kÄ'+ ; — -7— (c+2c08r-fcCOS!;') v ^ /re^ 

dt esmv e eBinvyp Vp 
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e. eypLrsmv sinu J yp 

und da der Ausdruck in [] 

2 2cosv* . ^ . . . , . j 

=?-. ; hfismt;cost7=2smv+esinüCosv ist, 80 Wird 

Will man -^ statt -^bestimmen, so hat man «r=:;r — O, 

dt dt ^ ^^' 

und die Gleichung (74) kann auch geschrieben werden: 

dt € eYp ^ ^ dt 

folglich 

dw kÄ'co8v\/p kB'?' ,^ X . . </0 

- = ■■ -^ -7— (2 -he cos v) sin V — cosi. — r^ 

dt e eYp ^ ' dt 

oder 

dw kÄco^vVp kB'r ,^ . . . rkC^vOkiw-^-v) .^.. 

-3-= ^ ^7-(2-+-ecosr)8mvH -—7 . . . (7o) 

dt e eVp ^S^Vp 

welches die Form ist, in der Bessel die Gleichung gegeben hat*). 

*) Abhandl. über den Kometen von 1807 p. 57. Gleichung (6') (wenn man 
mit k mnltiplicirt ). — Prof. Airy leitet die Formel für die Störung des Peri- 
hels dadurch ab, dafs für r einmal das Differential in Bezug auf v und dann 
das YoUständige Differential (auch mit Bezug auf die übrigen Gröfsen) gegeben 
wird ; die beiden Ausdrücke werden dann einander gleich gesetzt, so dafs übrig 
bleibt: o = Differentialausdrücken, worin nur Elemente der Bahn als die ver- 
änderlichen Gröfsen bei einer bestimmten Anomalie {L — n nach der. obigen 
Bezeichnung) vorkommen, wobei bemerkt wird: The reasoning of this article 
iä general for any expression in terms of the co-ordinates of the place of m 
(m der Comet oder der gestörte Körper) ; and its generei result may be stated 
thus: The differential coefficient of any function of the co-ordinates (including 
polar co-ordinates) of m, taking those parts only which depend on the Cle- 
ments, is equal to zero. This would not be true if the motion of m entered 
into the function; for then the differential coefficient of the function would 
involve second differential coefßcients of the co-ordinates, which have not Jhe 
same form for undisturbed and for disturbed motion. (Airj: On the calculation 
of the perturbations of the small planets and the comets of short period. Naut. 
Alm. f. 1837. Appendix p. 157). Die Formeln -Systeme, welche Bessel für 

die Ableitung der Gleichung (-7-) anführt, lassen sich nicht so in der Kürze 

dazu anwenden und beziehen sich wohl mit auf die Bemerkung p. 49 in Bes- 
sels Abhandl. „in den (näher bezeichneten) Gleichungen liegt die vollständigste 
Auflösung^ des Problems der drei Körper; man würde schon mit wenigeren 
ausreichen können, allein der Vollständigkeit halber habe ich so viele ent- 
wickelt*'. 
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§.21. 

Es fehlt jetzt nur noch die DifferentiaUbrmel fiOr die Stö- 
rung der Zeit des Perihels T. Nimmt man diese Zeit als Epoche 
an, so ist die mittlere Anomalie üf , wenn ^ die mittlere tägliche 
siderische Bewegung bezeichnet, 

so dalfl, wenn 8 die Fläche eines elliptischen Sectors bedeutet, 
welcher zu t — T gehört, F die Fläche der ganzen Ellipse = ab ;r, 
oder da 6 = yTp ist, F = a\ |/p. 



F ab a\ph 

aber es ist auch a = \k(t—T)]/p nach (27), 
daher M = !^^^^^=fi{t—T)^ wo also /i = 4 ist; 

dM^it-T^dii'-tidT. . . (76) 

wenn M in Bezug auf die Aenderung der Elemente differenzirt 
wird Dabei ist 

. kAah,da kla * »da • da -* 

d^ss 2—- s= 2 =— 1«. oder 

dfi __ - da 
II a 

Für da ist der Werth durch die Gleichung (72) gegeben; 
es bleibt also noch übrig dM zvl bestimmen oder so umzuformen, 
da£s sich die Störungsformel für T durch das Vorhergehende 
ergiebt 

Man hat femer zufolge der Gleichung (63^) 

dr 

Setzt man aber die störende Kraft =s o so wird 

d . r —r- 



O' 



Tr^<~hy 



d r-- 

Das Differential '^ dt so genommen, dais es nur den Be- 

dt 

trag der Störung ausdrückt, ist also — rAk^. 



■^-^ 
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Für -;- hat man nach (59): -r-= — 7) — 

dt ^ ' dt yp 

also 

dr 

^' '■'37 1 

dt .,_, _ rkeBmv 



dt yp.dt 

oder 

. ^f . . reBinv eBvnv _ . rsinv , . recosv , resiav , , 

da aber »=^a(l — e*) undr=; — ^ — 

, p, qi . . r r'ooBp ^ , r'esint? ^ 

dp=^^da — Jae.ae dr=i—dp'-' aeH dv 

a P P P 

, . Vp , ae . r , r . 2aer , 

dYp=^r'-.da — rr^.de WO —dp^=i—,da .de 

2a Yp p a p 

SO ist der erste Theil 

esinv esinv r 2acr esinv , esinvr'ooBv 

-—} — ,ar=— -7 — , "^.da . —77 — .««— t - ,. r— .ae 

KP KP « PVP PVP 

r'e^BJnr* resinv / 2rae'siiH7 r'esmüCOSp N 

pVp ' aVp ' \ pVp pVp J 



pVp ' ^Vp ^ pVp pVp 

. dv 



r*e*8inü* 



pVp 
und der letzte Theil der obigen Formel ist 

resinv _,, reBUiv _ . rae* sinv , 

Demnach wird 

, ., _ reflinv , 2rae* ainv , , r'e'ßinr' , 

— rkA,dt=s — -7 — ,da -7 .ac-f- -7 .dv 

ayp PVP PVP 

resinv _ r^eßiiiücost; _ . recoBv , 
.da —. .de-i -7 — .dv 



2ayp' pVp ' ^ yp 



rae* sini? _ 

rBiav - 
.de 



" Vp 
oder 

.,, , reBinv _ rae^BUiv , r'c'sint;' , 

— Ak.rdt=i ^ ,, ,da -7 .tfeH —, .dv 

2 ayp pyp pYp 

r'esinvcost; . recoBv 



pVp ' Vp 

rBUiv . 



. de-i -j — .dv ) . . . (77) 



56 

In den Gleichungen (76) und (77) finden sich die Diffe- 
rentiale der mittleren Anomalie M und der wahren Anomalie c 
Um die Beziehung derselben zu einander zu erhalten hat man, 
wenn £ die excentrische Anomalie ist, 

M=E—eBmE 
dM=dE — ecosE.dE^ 8iaE.de 

oder wenn man e = sin ^ setzt, de = cos tp d(p 

c?3f=(l — eco8E)dE—BiaEco8(pd(p . . . (78) 

Femer ist auch 

tg7t^=tgi£cotg(45-4(p), tg4^=tgii;tg(45-49) 

dAogtgiE=d,logtg\v-hd\ogigi4b--i(p) 

d.ig^E^digiv c/t g(45— ^y) 

tgj"^ tg^v tg(45-i9) 

Q08\E8m.\E Q08\v8\XLhv 2C0S(jp SIDjCt Sinz; CO89) 

Die Gleichungen (78) und (79) geben 

_ sin^ , sin^ dM-^BmEcoBadoi 

dv.-. da, — — = = = 

sinr ^ cosy 1 — ecoaE 

oder 

dM^—, — (1 — ecos^).di; — 1 ßin-EcoscpH (1 -~ecoBE)\d(p 

sinv L ^ COS9) J 

und da sm^= ^^"^^ , 1— ecosJ?=— , so wird 

a cos qp a 

^jtr r' . /^ rsini; . r'sinp -\ 

rfjtf=— .dv — I h-5 j ). a<p 

a'cos^) V a a*C08q> / 

«Cosopt =pundr=-r---^^ substituirt, giebt 

,,_ r* , (2+ecofii;)smt?co8a)* _ 

dM=—z ,dv YT-. Tj .a<p 

a cosqp (H-ecosv) 

a*C08g) , ,^ . ,ft , X . dw 

rfv= r-^rf3fH-(24-ccosi;)8mt;. — ^— 

r' C08<jp 

Da nun e=8in9 

da de de de a 

de=^coaq).dq)f = i=~; : ä=^i ä^^~" • "^ 

^ ^ co8(jp cosqp' 1 — smy* 1— e' p 



SO ist 

~2 



dv= r— 2-c?3f-f-(2 + eco8i;)8iiiü. — .c/e . . . (80) 

P 
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Substituirt man hierin den Werth von dM aus (76) so wird 

dv= ~^it—T)dfi j— ^|tt.dr4-(2-f-ecosi;)sinv — .rfc 



P 

und da rf^=— | ' , , ^=-j-, 0089)=^ — 

rf„=_4 Ml^Z2l^.d„_% . d r+ (2-|-i£2!^«^iii^. de . . . (81) 

Führt man die beiden Factoren aus (77) ein, so ist 

r^e^sinv^ , , kU^-TSe^ ainv^ , ifcc' sin t?' ,^ 

7 .«?»=— f. ^ ,da . d T 

PVP pa p 

(2 + e cos v) sin v'ac'r* 

H ^Tj .de 

PVP 

recoRv . , ^0 — 2^eco8»; , ^«cosv (2+eco8v)sinv.arec08v , 

—-7 . a v=— 4 . da — rf 7 H — . de 

YP ra r PVP 

und die Formel (77) wird 

.,_ _ resiav , rae'sint; , ke^Binv^ .^ 

— A k.rdt=-^ — -7—, da -; .ae — .dl 

2ayp pYp P 

4k(t — T)e^8iav* , r^gsinvcoBt; , keco8v ,^ 
— ^ ,da ; ,de .dT 

pa PVP '"' 

ra y p 

(2-f-cco8r)8mt;* ac^r* , 

.de 



p^Vp 

(2-f-cco8v)smrco8».acr 



.de 



pVp 
Um nun diese Theile zu addiren , hat man zuerst bei d T, 

wegen r=r---^ — den Factor 

1 e8inü*-f-co8r(l-f-ecos») 1 = (e-f-C08v) 

P L J P 

dann ist der Factor von da, 

e f siavVp Skit-^I^esinv^ Sk(ß~^T)cosv~\ _ p 

— I - . I wenn r — -i — ; 

2a LH-cco8t; p r J' l-f-ßC08i; 

eingesetzt wird, 

— ; ^^ ^(esmv*-f-co8v(l-hecosv)| 

2a LI-I-CC0817 P J 

= ir~rr~i; — (c-f-co8v) . 

2aLl-f-ecost; p J 

Der Factor von de ist 

a . r re^ r'eco8r r (2-+-ecosv)sint;' e^ r* (2-hecosw)cosü.6rn 

--sint; — 1 h- ^ h^^ 

VP L p ap a p* p J 
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und wenn man p = r ( 1 + e cos v) einführt, 

a . j" e]| pecOBv p 6*8iin?*(2-hcco8i?) 

Vp L l-hecoBü a(l-+-«C08»)" a(l4-ccosi;) (14-ccost;)' 
ccogv(2-l-eoosv) l 
(H-ccoBv)* J 

Bringt man alles auf den Nenner (1 + e cos vy so wird der 
Zähler ebenfalls (1+ecoso)^ und der Factor von de ist einfach 

a • 

,7— smt?. 

VP 

Damit wird nun der obige Ausdruck: 

Af, j. ^« / _._ vjm. e r BinvYp 3k(t^T). _^ .l , 

— -4'Ä;rd<= (e-hC0Bv)dT'i-^r-\ r-, — -^ -(e-hooBv) l.da 

p 2aLH-ccosr P J 

, asint; 

oder 

1?!— i!£ jp r 8mt?Vp 3ifc0— y^ ^ \l-i-— a8iin;|/p 

rf< rf/*2*:a(e-hcosv) LlH-eco8ü P J dt' ke(e-hcosv) 

Ä'rp 



e{e-hcoBv) 

Nach der Substitution von — und — aus §. 20, nämlich 



2a r T 

= — -rj-AeA k,fiUiv-\-B* h,(\'\'eQOBv)\ 



dt 
-7- = — ^'ifc.Bmryp -^ — (e-+-2co8t;-+-eeo8t;*) 

wird im vorhergehenden Ausdrucke f&r --r-, erstlich die Gröfse 
mit dem Factor A 

*L e-f-cosr \H-eco8t; P / e(6-+-C08v) 



rp 



tJ 



pesinr' 3«sm»(«-- T^.ifc Binv'/i 



ae(e-+-cost; 

= ^'a r __^ 

'L(«+C08t;)(l-|-eco8t;) Vp ^^e(e-+-cost;) 

"rp "] 

ae(c4-cost;)j 

Die drei Theile, welche (< — T) nicht enthalten, lassen sich 
vereinfachen, indem man 

i-f-ecost; r 7 x- \ // | — ^a 

setzt, wodurch sie sich verwandeln in 

r{ e^Bmv^ 8inv*(l-i-eco8t;) 1 — c' 1 r ._ _ _. 

H — ; • ^^ ; |=— (2c — cosr — 2ecoBi;'), 
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SO dals der Theil des Ausdrucks für — , welcher den Factor A 
enthält, 

— uia — (2e — coar — 2gC0Br*) :^^ Wird. 

Der andere Theil mit dem Factor B ist zunächst 

L c-l-cosü \l-f-eco8v P . / 

r(e-h2co8v-f-ccosp^)sim? "| 
c(e-i-C08ü) J 

, f 8ini7.JP 3^(< — 20(l-+-eco8v) r8iiir(e-f-2co8t;-|-ccosv') 1 

'Lc"+-C08» V/) «(eH-cosv) J 

wovon der erste und letzte Theil zusammen 



-T—, A— — he+2cosü-|-cco8r' j oder 

(e+C08t;)\ r / 

.(2e-f «' c08»+2cosv+eco8t;') 



r8mv 



r8mt7 



«(e4-C08r) 

und wenn man die Division mit e + cost) ausführt, 
.(2+eco8t;); daher das Obige 

^ \r . * ^ . Zk{t—T){\-\-eQOBv)~\ 
= — jB'a. — 8mü(24-eco8t;) ^^ ~ ^L 

und demnach der ganze Ausdruck fbr — : 

dT ., fr ,- „ ,. 3c8int;(«-nfcl 

dt Le ^ Vp y 

^B a. — 8mi;(24-eco8t;)— ry 1 . . • (82) 

Zur üebersicht und Yergleichung des Bisherigen mögen die 
Formeln jetzt so angeflihrt werden, wie sie Westphalen in den 
Astron. Nachr. N. 575. bei der Berechnung der Störungen des 
Halleyschen Cometen zusammengestellt hat, wobei nur die bis- 
herige Bezeichnung beibehalten, und in der letzten Formel [hier 
(69)] das Vorzeichen — hinzugeschrieben ist, welches (1. c.) fehlt. 
Die Formeln sind dami folgende: 
dT ., r3.(<-r).*J • »•/ »xl 

-—=zAa\ — —TT — ' — .ß8mi; (e — cosv — ecosvMI 

dt {. \p e^ 'J 

-H-B Ol / — ' — (l4-eco8r) (2-1-6 cos i7)8inü 1 

-7- = — -4'8inrl/p.Ä: — -B'r[€H-co8i;(2+ecosü).] . -r- 
dt » r •- V ^p 
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dt ^ y V ^ 

= — (7 r COS (w -+-!;). .--,„ 



dt ^ ' ''srnryp 



-r--=| 4 cosr. ^-^ -7— (2 -he COS!;) sin p 4- ^ .,/ .rsmiio-f-y) 1 • . ,,, 

c?< L e eyp tg«yp J sinl 



-^^= ■- .sm(ir4-r). -r 



dt 8in»|/p' sinl" 

welche vollkommen mit dem Vorhergehenden übereinstimmen, 
und eben die Besselschen Formeln (Comet von 1807) sind, wenn 
man daselbst, die erstere theilweise, die anderen sammtlich mit k 
auf der rechten Seite multiplicirt. Bessel hatte nämlich die An- 
ziehungskraft der Sonne in der Entfernung 1 zur Krafteinheit 

und damit also — = 58,132 . . Tage zur Zeiteinheit genommen 

(§-ll.)- 

§.22. 
Wegen des Factors a oder der halben grofsen Axe in dem 

vorhergehenden Ausdrucke fiir — wird derselbe unbestimmt für 

eine Bahn von sehr grofser Excentricitat. Man wird daher fiir 
diesen Fall den Ausdruck umformen müssen, indem man statt 
der Excentricitat selbst, die kleine Gröfse einfiihrt, um welche 
sie von der Einheit verschieden ist, und sich dabei der in §. 8. 
bereits gegebenen Entwickelung bedienen können; dies scheint 
weniger Schwierigkeiten zu bieten, als wenn man die Besselschen 
Entwickelungen (Comet von 1807, p. 59. ff.) durchgeht, wobei 
aufs Neue die excentrische Anomalie eingefiihrt wird. 

Es sei also wieder c = 1 — S. Da nun p = a{i — e^) und 
6^ = 1—2^ + 5* oder i — e^=:2d—d\ so ist p = a(2J — ^') 
= aS{2--8). 

r^ l . 

1 -+- c cos V 

Setzt man tffjü=r, so ist 008© = -— — 7 und sin 1?=^-- — ^ 



i^-O-^)-^:^' 



61 
Im Falle c = o ist, wird r die Periheldi8tanz=flf=-r-^— 

' l-t-c 

also 
oder 

e 1 — o L J 

1 t" / I t' \' 

2e — C08V — 6C08v*=2— 2d r— — — — (1 — rf) . (-— - — ^1 

l-f-x" \ 1 + T / 

l(2e-C08r-eC08r')=y^[2(l-tf)(i+T»)-(l-T»)-(l-a).^J— ^1 

xri-4*T»—id»T»(l — t')-irf>T»(l— »')'—•••] 

= -fj^[ ^^'^^^* -(l-T^)-(l-T^)J-~(l-x^)J»~(l--T^)J3-^. . .]x[] 

Führt man die Multiplication aus imd ordnet nach den Po- 
tenzen von 8, so wird 

a,L(2e-^co6v^ecoav^)=YT-2 • ( ^"^'T^^* -1~2t^~t«) 



9* 



»-Y^.*(-H-ix»— iT« + ^T«+iT») 



,a 



+y^.dM~l + |T»H-iT«-iT'°) 



höhere Potenzen von d 
Das ist der erste Theil des Factors von A in der Formel 

—-. Der zweite Theil enthält die Zeit (t — T); daftlr kann man 

dt ^ ' 

den Werth aus Gleichung (31) setzen, nämUch 



,T» 



• • • 
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Nun ist nach dem Vorhergehenden 

3esini7(< — r)a.ifc —3(1 -6). k 2t , _, 

— 6(1— a)i:0— T)a4.Ä: , ^„ • 

= ^^ ~^^ T und wenn man wie- 

der a=^ setzt, 

<j(2— (j)7(i+T>y 

tution von f — T: 

-äT«)-+-...) 

Entwickelt man den Factor 

multiplicirt damit tH-It^-J-JQt — |r® — Jr*) 
und dividirt durch 8^ so erhält man 

Dies mit 6 (1 — 3) multiplicirt, so wird das Resultat: 

-hd(4T» + iT*-T»^»»-|\T«) 

f&r den zweiten Theil des Factors von — A. Vergleicht man 
dies mit dem ersten Theile, so fallt bei der Addition das erste 
Glied mit dem Nenner ö weg und die Summe der beiden Theile 
wird 

— A a. — (2e — coso— 2eco8v') \ — 1 

= -^^(-l4-3T«4-T*-h|T«-f-tf(-.H-2T«-|T«-|T») 

Auf dieselbe Art läTst sich die mit — B zu multiplicirende 
Gröfse entwickeln. Der erste Theil derselben war 
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— 8mv(2H-eco8o). Dabei ist nach dem Vorhergehenden wieder 






8mv=i-; — r und COS r 5=7— — r, foIffUcb 
1+t' 1 + t 

Setzt man für — den obigen Werth und-= — r^l +<y+d' ... so wird 

— ßmü(2-+-cco8i;) = i-r— i • r^ .(H-ö4-^'...) 

Das Product aus den beiden letzten Factoren, dividirt durch 
d, ist 

und dies multiplicirt mit 6r-H2T® — 5(1 — t*)2t giebt 

O 

daher ist der erste Theil mit dem Factor — V oder 

~8int;(24-cco8r)=-rj^( ^^"t^'^V 4T+T»---s»+J(4T+i^»-T»+iT^) 

Der andere Theil, welcher die Zeit {% — T) enthält, ist wegen 

a=-2. uod V;j=aid4(2-a)i , 
o 



-3,[l4-(l-d).}^] 



Substituirt man den Werth von {t — T), wie vorhin, nämlich 
SO wird 
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3a{l+eeoBv) ,. ^„._- 3?n»4-T'-Kl- J)(l -t')1 ^ i \i / \ 

y^ -.1« i)ic tfd-i-»«) A2::ä>>A"7 

Das Prodact der beiden letzten Factoren ist 

r) 

und nach der Multiplication mit dem Factor — 6 — 3 5 (1 — t*) 
wird 

Tp — ^'"^^-^-i+^v — ö — " ^^" 

^.J'(-iT»-h^VT»-Tbx'-+-ViT»)) 

Bei der Addition der beiden Theile fällt nun wieder die 
Gröfse mit dem Nenner S weg, und man erhält die Summe 

— 5 a.|— 8mr(2-|-«cosv) ry | = 

+ tf»(4T-|T»4-nT'-,»TT»)] 

J rp 

Die vollständige Formel ffir -j- heilst daher jetzt 

^=-j^,.[-l+3T»+T«+|T«+*(-H-2T»-|r»-|T» 

+ d'(4T-jT'+JfT'-,VT')] ... (83) 

Zur Yergleicbung mit der Formel in Bessels Abhandl. (Co- 
met von 1807. p. 62) multiplicire ich den vorhergehenden Aus- 
druck (83) mit 1 = |^T%> so wird derselbe 
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i'^a 






+4»(2t-^t»+Ht'-,V')] . . .(84) 

Wenn man ^ hierbei als verschwindend annehmen kann, 
so ist 

S=-i^(-»+3''+x«+J.«)_ j^(4.-|.') (85) 

Dieser Ausdruck weicht von dem in Bessels Abhandl. p. 62. 
gegebenen nicht ab, wenn nur berücksichtigt wird, dafs bei Bes- 
sel die wahre Anomalie durch {t -}- T), hier aber durch {t — T) 
bestimmt wurde , wodurch das Zeichen von d T sich geändert 
hat *). 

§.23. 

Die Zusammenstellimg der Differentialformehl für die Be- 
rechnung der Störungen der Elemente einer Bahn von sehr grofser 
Excentricitat wird nun nach dem Vorhergehenden: 

1) für die Zeit des Perihels T: 

wenn man die kleine Abweichung von der parabolischen Excen- 
tricitat hierbei wegläfst. r ist die Tangente der halben wahren 
Anomalie und q die Periheldistanz. 

2) Die Länge des Perihels n: 

dn Äh.GO^vVp B'k.r ._ . . Ck.r8inuiQ^i 

-— = '-^ -. — (2-Hecost;)smv . ^^ 

dt e eyp yp 



*) Die Formel (84) ist dagegen nicht ganz übereinstimmend mit der 
Formel (et) ia. Bessels Abhandl. (Comet yon 1807 p. 62.), welche wie folgt 
zu berichtigen ist: p. 62, Zeile 11; statt + t<^ lese man — ^t*', Zeile 12, 
statt t im Factor von ^, ist 2 < zu lesen; Zeile 13, statt t im Factor yon d', 
ist ebenfalls 2 t lesen. Nach diesen Berichtigungen, die ich der gütigen Mit- 
theilung des Herrn Dr. Brünnow verdanke, welcher die Formel anders abge- 
leitet hatte als es oben geschehen ist, stimmen die Resultate überein. 

5 



^ 
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wo u das Argument der Breite ist, welches vorher mit w 
bezeichnet wurde, p der halbe Parameter, r der rad. vect. 

3) Die Länge des aufsteigenden Knotens: 

rfß C'Jt.rsinii 

dt sint'Vp 

4) Die Neigung der Bahn gegen die Ekliptik t: 

di Ck,rcoau 

dt fp 

5) Die Periheldistanz q: 

Aus der Formel -i^ = — B k , 2 r y p ergiebt sich, da 
«• P ^ also wenn f?=i=o ist, r=g= j^ oderp=g(l-fe). 



l-f-eco8 

dps:i=(lH-e)d9+9.de, dq=^— .dp — — .de, oder dq= j— - 



P P 1-1-6 



.de und wenn e=l gesetzt wird, dq^=i=\dp — ^q.de 



l-he 

dg __ B'k,2ryp _ g de_ 

dt 14-« 1-+-« * dt 

^^B'k.rVp-^ig.^j 

6) Die Excentricität e: 

de .., . .. B'k 



— A'ksmvYp / — (c-l-2cosi;-^6C08v*) 



dt ^ ''' ]/p 

Setzt man endlich noch, nach der Bezeichnung in Prof. 
Encke's Abhandl. über die Berechnung der speciellen Störungen 
(Berl. Astron. Jahrb. f. 1837 p. 330): 

— J5 =Sq 
- C'= Wo 

so nehmen die vorhergehenden Ausdrücke nach einigen sehr leichten 
Umformungen die för die Rechnung bequeme Gestalt an: 

dt k -i-hT»^ ^^^^ ^"^ ^^' ^' yp^ k i-hr^^ ^ '• Vp 

dn pcoBv kRo p-^r . kS^ , -- .v^ß 

dQ^ rBin(t?4-3i— ^) A; TT, 
rf< sint ' |/p 

«?t , ^v kWo 

dg kSo , de 
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kS, 



-—=p8mv, — r-^-|-r(e-4-2co8»-|-eco8t;^). , 

^< Vp Vp 

WO zuletzt, wie bei dT und dg die parabolische Excentricität 
eingeführt ist. Die übrigen, dn^ ^^^9 ^^9 ^^^ g^nz überein- 
stimmend mit der Ellipse und man hat darin nur e = 1 zu 
setzen fllr die Parabel. Wenn & in Secunden ausgedrückt ist, 

bei der Berechnung von -~- , —r^ , — ^ , so sind d e und d q 

also wieder mit 206265 zu dividiren. 

§.24. 

Sind nun nach den vorhergehenden Differentialformeln die 

täglichen Aenderungen der Bahnelemente durch die Störungen 

f&r gewisse Zeitpunkte gefimden worden, wie z. B. nach BessePs 

Rechnung bei dem Cometen von 1807, die tägliche Störung der 

Zeit des Perihels: 

dT 







dt 


1807 Sept. 


22 


— 0,00000320 Tage 


Oct. 


22 


-h 0,00000994 


Nov. 


21 


-i-*0,00001693 


Dec. 


21 


-H 0,00002210 


1808 Jan. 


20 


H- 0,00002509 


Febr. 


19 


-+- 0,00003004 


Mrz. 


20 


4- 0,00004501 



so ist noch die Aufgabe zu lösen^ aus solchen gegebenen Werthen 
den Betrag der Störungen ftlr einen innerhalb liegenden Zeitraum 
zu Summiren z. B. von Sept. 22. bis Sept. 28. 

Man betrachte die Zeitintervalle als Abscissen (x) und die 
berechneten Werthe als Ordinaten (y) einer Curve, also hier in 
Einheiten der 6ten Decimale: 

X ... 30 60 u. s. w. 
j^ . . . 3,20 9,94 16,93 

Die gesuchte Gröfse ist demnach gleich der Summe aller j^, 
von a;=o bis 0?= 8 d. i. von Tag zu Tag die tägliche Störung 
genommen, oder genauer von halben zu halben Tagen den ent- 

5* 
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sprechenden Betrag u. s. w. ; daher, wenn F diese gesuchte Grofse 
ist, so hat man F^s^fydx^ wo das Integral zwischen den gege- 
benen Grenzen zu nehmen ist, und somit die Fläche einer Curve 
darstellt zwischen gegebenen Werthen der Ordinaten, dem Bogen 
der Curve und der Abscissenaxe. Um ftr einen Werth von x 
den dazu gehörigen Werth von y zu finden, bedient man sich 
hier der Interpolationsrechnung. 

Setzt man, da y eine Function von x ist, 

WO die Coefficienten a^ b^ c^ d aus den gegebenen Werthen zu 
bestimmen sind, so wird man wenigstens die unvermeidliche Vor- 
aussetzung über die Form dieser Function und damit die Rech- 
nung so einfach als möglich gemacht haben, indem man die un- 
bekannte Curve in Hinsicht ihrer Gleichung zu den einfachsten 
Curven zahlt, die es giebt, und die man parabolische Curven 
genannt hat, weil die obige Gleichung der gewöhnlichen Parabel 
angehört, wenn man sich auf die drei ersten Glieder beschränkt. 

Multiplicirt man auf beiden Seiten mit dx und integrirt, 
so wird 

Ninmit man zur Bestimmung von a, b, c, d die Werthe 
07== 0, a:=30 u. s. w. nebst den entsprechenden Werthen von y 
und substituirt diese in die Gleichung (1) so erhält man die 
vier Gleichungen 

— 3,20 =a 

9,94s=aH-6.30-f-c.30' H-rf.30' 

16,93=a-|-6.60-hc.60'-^-rf.eO^ 

-l-22,10fi=a-|-ft.90+c.90»-|-</.90' 



woraus sich ergiebt 



und 



ai=— 3,20 
log 6= 9,76983 
logc= 7,76509n 
logrf= 5,42697 



8 



= - 25,60 -h 18,836 - 0,994 4- 0,027 
= — 7,731 
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Für Sept. 22 soll T= 18,73709 sein, also für Sept. 28 wird 
r= 18,737097,7 wenn man das Vorzeichen in dem von Bessel 
angenommenen Sinne gebraucht. 

Beschränkt man sich blofs auf die dr^ ersten Ordinaten, 
so wird 

«=—3,20, 6==-i-0,5405, c=5s — 0,003417 
also 

F==/^da:=-3,20. 8+^. 0,5405. S'^—j. 0,003417. 8» 



= -8,9 

womit T = 18,737098,9 fttr den 28. Sept. ist. 

Da hier x nur =»8 ist, so erhält man schon durch die 
beiden ersten Ordinaten das Gesuchte sehr nahe; es ist dann 
a =— 3,20, 6 =-1-0,438 und 

/^dx=— 3,20.84-^6.8' 

=—25,60 -M4,016 
= -11,584 

folghch für Sept. 28: 7=18,73709-1-11,6=18,737101,6 welches 
mit BesseFs Angabe 18,737101 übereinstimmt. 

§.25. 

Die Methode der mechanischen Quadratur, wie man dies 
Verfahren nennt, da es mit der genäherten Flächenbestinmiung 
übereinkommt, ist im vorhergehenden § so dargestellt, dafs sie 
flir ungleiche Intervalle der x ebenso wie für gleiche Intervalle 
angewandt werden kann. 

Sucht man die ganze Fläche, welche durch die äulsersten 
Ordinaten begränzt wird und sind die Intervalle der Abscissen 
einander gleich, so werden die Formeln sehr einfach. Es seien 
zuerst drei Ordinaten gegeben. 

Werthe von x . . . o a 2cc 

• y • • • »0 yi ^2 

Man setze wieder y = yQ -{- b x -i- c x^^ so wird 



Da nun^,=^a-h ba-h ca* 

ya=^o-f-26a-+-4ca' 
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a 



a 

\ 

a 

80 ist fydx^^iy^-^iyt-^y^) 



z:iHy$^yi'^^!ft) 



• 3 

Nennt man JB = 2 a die ganze Basb oder da« Stück der 
Ab6cu»enaxe zwischen der ersten und letzten Ordinate, so wird 
die gesuchte Fl&che 

Wiederholt man dies Ver&hren durch Verbindung der letzten 
Ordinate mit den beiden folgenden y^ und y^ so wird die Fläche 
Ton x^o bis x^=i\a 

|0r«H-4^i-f-25r,-h4y,-4-^4) für fllnf Ordinaten, 

und ebenso weiter 

|'(y«-4-%i->-2ytH-^i^»H-2^4-H4^,-hirf) flir sieben Ordinaten, 

oder allgemein, die nach Thomas Simpson benannte Formel filr 
die genäherte Flächenbestimmung bei einer ungeraden Anzahl 
von Ordinaten; man nimmt die erste und letzte Ordinate einf^^h 
und die übrigen abwechselnd vierfach oder doppelt und multi« 
plicirt diese Summe mit dem 3ten Theil des gemeinschaftlichen 
Interralls (a) der Abscissen« 

Nun seien vier Ordinaten gegeben und man suche die 
Fläche, welche dazwischen enthalten ist. Der Kürze w^en 
werde das Intervall der Abscissen (a) = 1 genommen, also 

Werthe von a? ... 1 2 3 

- y ' ' ' Vq Vi Vt Vt 

Die Gleichung y=*5y^H-6ir-Hca?*-Kdd:* giebt flir 

xass3 . . . y,=^t-h36-H9c4-27rf 

woraus man durch Elimination erhält 
Es ist aber 
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f^dx^Sya-hib-h^c^y d 



und wenn die gefiindenen b^ c, d eingesetzt werden, nebst der 
Einheit or, 

3 


oder wenn man statt des Intervalls a, die ganze Basis B=;3a, 
einführt, so wird die ganze Fläche F bei vier Ordinaten: 

i^=l(yo-h3y, +3^3 4-^8). jB ... (4) 

Wenn 5 Ordinaten gegeben sind, und man die Fläche 
genauer bestimmen will^ als es bei der Zusammensetzung von 
je drei Ordinaten nach der Simpsonschen Regel geschieht, so 
bat man wieder fiir die gegebenen 

Werthe von o? ... 1 2 3 4 

- y ' ' ' Vo Vi y2 Vs Va 

7M setzen 

y =^=yo-4-6arH-ca:*-h</ar'-f-6ar* 

also ^,=yo+ö-hc-|-c?+e 

y,=yo+26-|-4cH-8rf-t-16e 

y3==j,„4-364-9c-f-27rf4-8l6 

y4==^<,4-46-M6c-H64rf-i-256« 

Damit wird 

c?=-rTyo -1-1^1 — 25^a4-Ji^3 -iy« 

c= Vt^o— iyi-hiya— ii^3-^-Ay4 
fydx=i/oX-j-^bx^'{-lcx^-h\dx*-hiex^ 

/^rfa:=4yo-t-86-i-VcH-64rfH-'V*e 



=4yo 

- yyo-f-32yi ~24ya-+- Vya -2^4 

-h31iy« -92|y , + 101 jy, —49^, -f-9f y 4 

-26|yoH-96y,-128ya4-74Jy3-16y4 

-H8TVyo-34TVy,4-5Hya-34Ay3+8TVy4 



±4„ _L_6 4,, _J_a4« _J_6 4-, i 14 



oder 



ilyo -HKyi +l^ya -f-Hy* +11^4 



/yc?^=Ä(7yo-f-32y,-+-12ya4-32y8-h7y4).a 



wenn man a in der frühern Bedeutung, als gleiche Diflferenz der 
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auf einander folgenden Abscissen einführt. Ist wieder B=ia 
die ganze Basis so wird die Fläche 

^=A(7^o-^32y.-hl2J^,-^32y3-H7^4).^ ... (5) 
Dieser Formeln bediente sich schon Clairaut^ als zum ersten 
Male die Störungen eines Cometen^ des Halleyschen nämlich, 
berechnet wurden. (M. s. a. Cousin Introd. ä Fetude de l'astro- 
nomie physique. Paris 1787. p. 288). Auch Bessel gebrauchte 
dieselben Formeln für 3, 4 bis 5 Ordinaten bei der Summation 
der Störungen des Olberschen Cometen, und nennt sie nach der 
Anzahl der Flächenstreifen, die 2te, 3te und 4te Cotesische For- 
mel. (Abb. der Akad. d. W. f. 1812—13.) 

Von Roger Cotes und Newton zuerst entwickelt, findet man 
diese Formeln noch weiter bis zu 11 Ordinaten fortgesetzt in 
dem von R. Smith herausgegebenen Nachlasse: Harmonia men- 
surarum etc. Per Roger Cotesium, Cantabrigiae 1722. Hier wer- 
den in dem Abschnitte: De methodo differentiali Newtoniana 
p. 33. die Ausdrücke fttr die Flächen folgendermafsen angegeben, 
wobei die Summe der ersten und letzten Ordinate mit Aj die 
Summe der zweiten und vorletzten mit £, die folgende Summe« 
mit C u. s. w. bezeichnet ist Bei einer ungeraden Anzahl der 
Ordinaten hat man zuletzt die eine mittlere, bei einer geraden 
Anzahl die Summe der beiden mittleren Ordinaten. R bezeichnet 
den Abstand der äuTsersten Ordinaten von einander. 



Anzahl 

der 

Ordinaten 



Fläche 



3 
4 
5 
6 

7 



Ä-hiB 

6 
Ä-hSB 

8 
7^+32 .6^-12(7 

90 
19^4-75^-f-50C 

288 
41^-|-2165-h27(7-h272i) 



.R 
.R 

,R 

,R 

.R 



840 

u. s. w. bis ZU 11 Ordinaten, wo die letzten Zahlen sehr grofs 
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werden, so dafs man die Zusammenfassung von kleineren Ab- 
theiluDgen vorzieht. 

* §. 26. 

Da die Curve, welche hier betrachtet wird, nur dadurch 
bestimmt ist, dafs sie durch eine Anzahl gegebener Punkte gehen 
soll, so fällt diese Bestimmung bei den Endpunkten, wo die 
weitere Anknüpfimg fehlt, am unsichersten aus. Durch eine 
zweckmäTsige Wahl der Grenzen^ zwischen welchen man inte- 
grirt, wird sich also ein Theil der Fläche schärfer bestinmien 
lassen. Führt man dabei die Differenzen der Ordinaten ein, so 
gelangt man zu einer sehr einfachen Formel, welche auch für 
die praktische Anwendung als die zweckmäfsigste empfohlen 
worden ist. 

Es seien zuerst drei Werthe gegeben und die Differenzen 
der Ordinaten beigefügt, als 

ar= ... ^1 Ay^ 

ar=-hl . . .^, ^^' 

Man nehme an, wie vorher^ dafs y dargestellt werde durch 

indem man jetzt von der Mitte ausgeht. 

Man hat für ar=— 1 . . . yo=^i — 6-hc=^, — /^i^o 

foigHch 6= ^^o+^i^. ^j ^^ Ayi^Ay!L = \/Py, 

Der Ausdruck för y wird nach dieser Substitution^ 

fydx=yixH-iiJyQ-hJyi)x^'-\-iJ*yo'X^ 

+i 

fydx=iyi •i-j^^iJyo'i-Jyi)-i'j\gJ^yo 

-i 
/ydx=:—\yi-hT^^iJyo-i-^yi)'-'-^J*yo 

fydx=y -h^jj^yo (6) 

's 

In dem obigen Beispiele f&r yi=9,94, ^yo= — 6,15 wird 
hiemach der Betrag der Störungen während der 30 Tage von 
Oct. 7 bis Nov. 6=30(y»-f-iJ*yo)=290,5125. 
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Sehr leicht wird nun die Summation einer solchen Reihe, 
wie in demselben Beispiele von Oct. 7 bis März 5, indem man 
nur die Summe der berechneten Werthe von y zu nehmen hat 
(mit AusschluTs der äuTsersten) und dazu ^g der ihnen gegen- 
überliegenden 2ten Differenzen addirt, oder, welches dasselbe 
und noch leichter ist, j^ des Ueberschusses der letzten von den 
ersten Differenzen über die erste von den ersten Differenzen. 

Um also während eines beliebigen Zeitraums die Störungen 
zu berechnen, theile man diesen Zeitraum in gleiche Intervalle, 
berechne für die Mitte eines jeden Intervalls den Werth von y 
und bilde die Differenzen. Dehnt man diese Rechnung noch 
auf ein Intervall vor und nach dem gegebenen Zeiträume aus, 
so erhält man auch zu dem ersten und letzten Werthe von y 
die gegenüberliegenden 2ten Differenzen; andernfalls werden sich 
diese durch eine Schätzung ermitteln lassen. Die Summe aller 
y nebst ^\ des Ueberschusses, wie oben genommen, ist dann die 
gesuchte Summe. 

Hierbei werden die 3ten Differenzen, wenn sie merklich 
sind, sich eben so gegeneinander aufheben, wie die ersten Diffe- 
renzen und man wird nur den Einfluis der 4ten Differenzen ver- 
nachlässigt haben. Nach Airy^s Urtheil (Naut. Alm. f. 1837 
p. 167) kann man diese 4ten Differenzen vernachlässigen^ wenn 
die Intervalle nicht übermäfsig grofs genommen sind. Wünscht 
man sie mit zu berücksichtigen so muis zu dem obigen Aus- 
drucke noch — ~J- X Summe aller correspondirenden 4ten Diffe- 
renzen gelegt werden. 

Es sei nämlich gegeben 



x=-2 . . 


• ^0 


a:=-l . . 


• . Vi 


x-h . 


' ' yi 


a:=-hl . 


' • y» 


X— H2 . 


' . ^4 



^V. 


J'So 


J*y, 




^V. 


J'y, 



. - ., ^*y 

^y 

Ay 

80 ist wieder y =^,-4-6x-Hcx'H-rfx«-4-ex* 

also ^o==i^2— 2ö-h4c-8d-hl6e=i^i — ^^, ~/i^o 
y\'=yi — ^ -+-C --d -he =y^^Jyi 
yi=y2-^b -f-c H-rf -^e =^2-f-^i^3 
yi=y2'h2b-hic'-hSd-hl6e=yi'{-Jy2'hJy3 
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woraus folgt 

und nachdem man dies substituirt und integrirt hat, 

fydx=^\y^-{-\{\{Jy,+Jy^)-^\{A'y,-\-J'y,y\ + ^^{^A^y,'^\A'y,) 


+ Yh(^'yo+^'yi)+rT\öA*yo 

a 

fydx=^ — 1^2 -h u. s. w. 


+i 

welche Formel die obige Vorschrift enthält. 



Zusätze. 



Anzuflihren ist noch über die Theorie des in dieser Schrift' 
behandelten Gegenstandes^ eine Abhandlung von Prof. Moebius: 
Variationum quas elementa motus perturbati planetarum subeunt 
nova et facil. evolutio. Lipsiae 1844. 

In Betreff der numerischen Anwendung sehe man femer 
eine Bestimmung der Bahn des zweiten Cometen von 1849 in 
den Astron. Nachr. No. 829 und 830. 

üeber eine seitdem bekannt gewordene neue Berechnungs- 
art der Störungen, wonach man mit der numerischen doppelten 
Integration der Differentialgleichungen (41) beginnt, findet man 
in den Astronomischen Nachrichten Bd. 33 und ff. mehrere Auf- 
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Sätze von Prof. Encke^ Director Hansen und Dr. Brünnow. 
Ebendaselbst wird auch von Prof. Encke, hinsichtlich der Prio- 
rität dieser Methode, auf eine Abhandlung von 6. P. Bond 
in den Memoirs of the American Academy of Arts and Sciences, 
New Series Vol. IV. verwiesen, unter dem Titel : „On some Ap- 
plications of the Method of Mechanical Quadratures^^ 



j 
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In demselben Verlage sind die folgenden Werke erschienen: 



LEHRBUCH 

DER 

SPHÄRISCHEN ASTRONOMIE 

VON 

Dr. Brünnow. 
Mit einem Vorwort 

von 

Prof. Dr. J. F. EwcKE. 
Mit einer Tafel in Steindruck. 

1851. 38 Bogen gr. 8. geh. Preis 4 Thir. 

Der Herr Verfasser sagt über seine Arbeit im Vorwort: 

Die Herausgabe eines Lehrbuchs der sphärischen Astronomie bedarf 
wohl kaum einer Rechtfertigung, da die vorhandenen älteren Werke 
über diesen Theil der Astronomie, wenn auch zu ihrer Zeit zum Theil 
vortrefflich, nicht mehr dem gegenwärtigen Standpunkte der "Wissen- 
schaft entsprechen. In neuester Zeit wurde zwar durch das Erscheinen 
von Sawitzsch's trefflicher „Practischer Astronomie'' diese lange gefühlte 
Lücke in der astronomischen Literatur zum Theil ausgefüllt; immer 
fehlte es aber noch an einem Lehrbuche, in welchem alle Hauptpro- 
bleme der sphärischen Astronomie behandelt wurden und woraus nament- 
lich Diejenigen, welche sich einem gründlichen Studium dieser Wissen- 
schaft widmen wollen, die verschiedenen Methoden kennen lernten, deren 
man sich jetzt bedient, um die oft schwierige Lösung der verschiedenen 
Probleme in einer eleganten und für die Anwendung bequemen Weise 
möglich zu machen. Der Verfasser hofft durch die Herausgabe des vor- 
liegenden Lehrbuchs diesem Bedürfnisse einigermaafsen entsprochen zu 
haben. Man wird in demselben keines der Hauptprobleme der sphäri- 
schen Astronomie vermissen und durch das Studium desselben die Mittel 
finden, auch solche Aufgaben, welche grade nicht in demselben behan- 
delt sind, mit Leichtigkeit selbst aufzulösen. Da das Buch hauptsäch- 
lich für den Selbstunterricht bestimmt ist, so hat sich der Verfasser be- 
müht, alle Probleme möglichst deutlich zn behandeln und nirgends eine 
Schwierigkeit übrig zu lassen ; daher sind an einzelnen Stellen auch rein 
mathematische Entwickelungen eingeschaltet, die man in den gewöhnli- 
chen mathematischen Lehrbüchern wenigstens nicht in der Weise, als 
es grade hier nöthig war, vorfindet Aus demselben Grunde wurde in 
der Einleitung eine Ableitung der sphärischtrigonometrischen Formeln 
und der Interpolationsformeln gegeben; weil später grade auf diese am 
häufigsten hingewiesen werden mufste. Sehr gern Wäre hier auch eine 



Darstellung der Methode der kleinsten Quadrate aufgenommen worden, 
um auf diese Weise in der Einleitung alles beisammen zu haben, was 
später häufiger Anwendung findet, wenn nicht dadurch die Einleitung 
selbst über Gebuhr verlängert worden wäre. Der Verfasser hat sich 
darauf beschränken müssen, diese Methode da wo dieselbe Anwendung 
findet, kurz zu erwähnen. 

Im Ganzen ist in der Darstellung eine synthetische Methode befolgt 
und der Stoff möglichst systematisch geordnet worden, theils um so we- 
nig als möglich im Vortrage einer Materie auf später Vorkommendes 
hinweisen zu müssen, theils um für den Lernenden das Aufsuchen der 
einzelnen Probleme in dem Buche zu erleichtem. Der Verfasser hofft, 
dafs die hiemach gewählte Aufeinanderfolge der einzelnen Materien 
nicht unpassend sein wird. Etwas abweichend von früheren Darstellun- 
gen hat sich der Verfasser bei der Aufstellung der Grundgleichungen 
der Probleme nicht wie gewöhnlich der Formeln der sphärischen Trigo- 
oumetrie, sondern fast durchgängig der Transformation der Coordinaten 
bedient, um der lästigen Betrachtung einzelner Fälle je nach den vei^ 
schiedenen Werthen, welche die Winkel eines Dreiecks in verschiedenen 
Lagen haben können, überhoben zu sein. Für Diejenigen, bei welchen 
diese Art der Darstellung weniger Beifall finden dürfte, ist indessen fast 
immer auf die Herleitung der Formeln aus den sphärischen Dreiecken 
hingewiesen, überdies auch in der Einleitung der Zusammenhang zwi- 
schen den sphärisch-trigonometrischen Formeln und den Formeln für die 
Transformation der Coordinaten gegeben worden. 

The Astbonomical Journal No. 41. v. 4. Juni 1852 urtheilt von 

diesem Werke: 

„The want of a proper tezt-book to be placed in the hands of stadents of 
Astronomy has become a reproach to the science. Dr. Brünnow, latelj Director 
of the Observatory atBilk, and now attached to tbat of Berlin, bas endearou- 
red to remoye this reproach, by the preparation of the „Lehrbuch der Sphäri- 
schen Astronomie", in which all the chief problems of this branch of onr science 
are treated in a masterly m anner. Those who are acquainted with the aathor 
throngh bis essays in the last volames of the „Astronomische Nachrichten'*, can 
appreciate his qualifications for such a work as this. Ile has availed himself 
freely of the labours of the great masters, particularly Gauss and Bessel, and 
the Student will find here, coUected in one volume, all the formalas and me- 
thods now in eyery-day use among practica! astronomers for the compntation 
of precession, nntation, aberration, parallaz, for the determination of geogra- 
phica! positions, for the adjustment and use of Instruments, etc. 

It is earnestly to be hoped that this raluable work may be translated into 
the English tongue, and all true astronomers will share the eamest wish, if 
not the confidence, expressed by Encke in his preface to the work: „I shall 
regard it as a most favourable indication of the scientific tendency in our coun- 
try, if, beside the numerons populär works on astronomy, this book, deman- 
ding as it does a more eamest interest in the science, shall meet with such a 
reception as may enconrage the author cheerfally to continue upon the path 
on which he has entered.*' 
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Der Herr Verfasser fuhrt in dieser Abhandlung das Problem der 
Rotatidh eines festen Körpers zuerst auf die Jacob i'sche partielle Dif- 
ferentialgleichung zurück und ^ebt das Integral desselben für den Fall, 
dafs keine äu&em Kräfte auf den Körper wirken. Er entwickelt hieraus 
dasjenige System von Elementen, welches den Formeln des sogenannten 
gestörten Problems die einfachste Gestalt giebt, und weist ihren Zusam- 
menhang mit dem von Poisson gebrauchten Systeme von Constan- 
ten nach. 
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